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Vorwort und Einleitung. 



Die vorliegende Arbeit verfolgt den Zweck, einen Beitrag zu liefern 
zur Hebung des Interesses an der von Herrn EmileLemoine ersonnenen 
Methode zur systematischen Vereinfachung der wirklichen Ausführung 
planimetrischer Konstruktionen, der Geometrographie. 

Daß der wirklichen Ausführung der Konstruktionen seitens der Geo- 
meter nicht genügende Beachtung geschenkt werde, hat schon Jakob 
Steiner gerügt. Die betreffende Stelle aus „Ges. W." 1 S. 509 sei hier 
wörtlich angeführt, weil das Ziel und die Bedeutung der Geometrographie 
nicht treffender zu kennzeichnen wären als durch diese Worte eines 
unserer Meister. 

„Es scheint, daß man im allgemeinen bis jetzt noch zu wenig Sorg- 
falt auf die geometrischen Konstruktionen verwendet habe. Die her- 
. gebrachte, von den Alten uns überlieferte Weise, wonach man nämlich 
Aufgaben als gelöst betrachtet, sobald nachgewiesen worden, durch welche 
Mittel sie sich auf andere, vorher betrachtete, zurückführen lassen, ist der 
richtigen Beurteilung dessen, was ihre vollständige Lösung erheischt, sehr 
hinderlich. So geschieht es denn auch, daß auf diese Weise häufig Kon- 
struktionen angegeben werden, die, wenn man in die Notwendigkeit ver- 
setzt wäre, alles, was sie einschließen, wirklich und genau auszuführen, 
bald aufgegeben würden, indem man dadurch sich gewiß bald überzeugen 
müßte, daß es eine ganz andere Sache sei, die Konstruktionen in der Tat, 
d. h. mit den Instrumenten in der Hand, oder, um mich des Ausdrucks 
zu bedienen, bloß mit der Zunge auszuführen. Es läßt sich gar leicht 
sagen: ich tue das, und dann das, und dann jenes; allein die Schwierig- 
keit, und man kann in gewissen Fällen sagen, die Unmöglichkeit, Kon- 
struktionen, welche in einem hohen Grade zusammengesetzt sind, wirklich 
zu vollenden, verlangt, daß man bei einer vorgelegten Aufgabe genau er- 
wäge, welches von den verschiedenen Verfahren bei der gänzlichen Aus- 
führung das einfachste sei . . ., und wieviel von dem, was die Zunge etwas 
leichtfertig ausführt, zu umgehen sei, wenn es darauf ankommt, alle über- 
flüssige Mühe zu sparen, oder die größte Genauigkeit zu erreichen. Es 
käme also mit einem Worte darauf an: zu untersuchen, auf welche 
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Weise jede geometrische Aufgabe, theoretisch oder praktisch, 
am einfachsten, genauesten oder sichersten konstruiert werden 
könne." 

War es nun trotz des regen Interesses, welches man seit Monge 
und Poncelet der konstruierenden Geometrie entgegengebracht hatte, bis 
auf Steiner noch niemand in den Sinn gekommen, die geometrischen 
Konstruktionen auf die Einfachheit und Genauigkeit ihrer wirklichen Aus- 
führung hin zu prüfen, so war auch jene deutliche Mahnung Steiners 
nicht recht auf fruchtbaren Boden gefallen,*) trotzdem bezüglich der 
methodischen Behandlung der Konstruktionsaufgaben überhaupt seit den 
ersten Versuchen von von Holleben und Gerwien und nach dem Muster 
von Petersen u.a. erfreuliche Fortschritte erreicht sind. Es fehlte eben 
an einer brauchbaren allgemeinen Vergleichsmethode, und das Verdienst, 
eine solche geschaffen zu haben, gebührt Herrn Lemoine. 

Beschäftigt mit der Aufstellung allgemeiner Prinzipien über die Ein- 
fachheit in der Mathematik, die er 1888 dem Congres de TAssociation 
fran5aise pour 1' Avancement des Sciences zu Oran vorlegte, kam er auf 
den Gedanken (von der oben zitierten Äußerung Steiners hat er erst 
10 Jahre später Kenntnis erbalten), zum Zwecke des Vergleichs verschie- 
dener Lösungen desselben geometrischen Problems für die bei einer Kon- 
struktion auszuführenden Operationen (Anlegen des Lineals an einen be- 
stimmten Punkt, Einsatz der Zirkelspitzen, Gerade, Kreis) einfache Be- 
zeichnungen zu setzen, die Operationen wirklich zu zählen und die Summe 
derselben als Maß für die Einfachheit bzw. Genauigkeit der Lösungen zu 
benutzen. Bald zeigte sich, daß man bislang einer argen Täuschung sich 
hingegeben hatte, wenn man glaubte, Einfachheit und Eleganz dies Wort- 
lauts einerseits und Einfachheit der wirklichen Ausführung andererseits 
seien stets gepaart oder gar gleichbedeutend. Für den allgemeinen Fäll 
des Apollonischen Berührungsproblems z, B. ergab sich, daß die alte, in 
der Beschreibung sehr umständliche Vietasche Lösung, vermittelst der 

*) Von den mir zur Hjand liegenden Sammlungen und Lehrbüchern sind es 
J. K. Becker: Elementargeometrie, Borth: Die geom. Konstruktionsaufgabe, Brock- 
mann: Planim. Konstruktionsaufgaben, G. Hoff mann: Anleitung usw., Schwering: 
100 Aufgaben, in welchen das Bestreben, auch die wirkliche Ausführung der Kon- 
struktionen zu ihrem Rechte kommen zu lassen, deutlicher zu Tage tritt. ; Am ent- 
schiedensten spricht aber die Wertschätzung der „Ökonomie der Konstruktionen" aus 
Pf lieger: Elementare Planimetrie (Sammlung Schubert), wo man zahlreiche Auf- 
gaben, wie die folgenden, findet: 

„Zu einer gegebenen Geraden 2 Lote zu zeichnen, 1. mit Hilfe von 3 Kreisen, 
2. mit Hilfe eines einzigen Kreises und zweier Geraden, wobei die gesuchten Lote 
nicht mitgezählt werden." 

„Die Achse eines gegebenen Streifens mit Hilfe von 2 Kreisen und 4 Geraden 
zu konstruieren." 

„Gegeben der Mittelpunkt eines nicht gezeichneten Kreises und eine Tangente. 
Mit Hilfe von 2 Kreisen den Durchmesser zu bestimmen." 
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üblichen Hilfskonstruktionen ausgeführt, 335 Operationen verlangt, die 
elegante und allgemein als die einfachste angesehene Lösung von Ger- 
gonne und Bobillier aber deren 500. 

Im weiteren Verlauf der Untersuchungen, an denen zunächst die 
Herren Gaston Tarry und Evariste Bernes sich beteiligten, stellte 
sich die überraschende Tatsache heraus, daß die fundamentalen plani- 
metrischen Konstruktionen, die bis dahin im wesentlichen dieselbe Gestalt 
behalten, in welchen sie vor 2000 Jahren von den Alten gelehrt wurden, 
fast durchweg teils bedeutender Vereinfachung fähig, teils durch weit eia- 
fachere neue ersetzbar sind. Wenn nun auch selbstverständlich der Ge- 
danke fern blieb, die alten, didaktisch erprobten Konstruktionen durch die 
einfacheren neuen ohne weiteres ersetzen zu wollen, so war doch der Be- 
weis erbracht, daß die Fortführung der einmal unternommenen Arbeit der 
Geometrie zum Nutzen gereichen müsse, und man begann in, lebhaftem 
brieflichen Verkehr die Vereinfachung der alten Konstruktionen sowohl 
wie das A.ufsuchen einfacher neuer systematisch zu betreiben. Allmählich 
gesellten sich in Frankreich und in der Folge auch in anderen Ländern 
neue Freunde dieses jungen Zweiges geometrischer Beschäftigung, wofür 
Herr Lemoine später den Namen „Geometrographie'^ vorschlug, hinzu, 
während derselbe in Deutschland unbeachtet blieb, bis Herr Lemoine im 
Archiv l Math. u. Ph., 1901, 99—115, 323-^341 das Wesen seiner Methode 
auseinandersetzte und eine Anzahl geometrographischer Konstruktionen 
mitteilte. Seitdem macht sich auch bei uns für die Prüfung der geome- 
trischen Konstruktionen hinsichtlich der Einfacheit und Genauigkeit ihrer 
Ausführung ein regeres Literesse bemerkbar, und es stellen sich auf dem 
Lemo in eschen Wege auch deutsche Mitarbeiter ein, von denen meines 
Wissens bis jetzt besonders die Herren Hermann Bodens tedt in Braun- 
schweig imd Richard Güntsche in Berlin hervorgetreten sind. 

Die sehr einfachen Grundzüge der Geometrographie sind in Kürze 
folgende. 

Jede mittels des Lineals und des Zirkels auszuführende planimetrische 
Konstruktion*) setzt sich aus folgenden vier Elementaroperationen zu- 
sammen: 

1. Anlegen des Lineals an einen bestimmten Punkt, bezeichnet mit 
Operation E^ oder kurz op: [iZ^]; 

demgemäß wird das Anlegen des Lineals an zwei bestimmte 
Punkte mit op: [2R^~\ be:5eichnet. 

2. Einsetzen einer Zirkelspitze in einen bestimmten Punkt oder in 
einen beliebigen Punkt einer gegebenen Linie,**) bezeichnet mit 

*) Die Anwendung der Methode auf Konstruktionen, bei welchen auch der 
Gebrauch des Winkelscheits zugelassen wird, lassen wir außer Betracht. 

**) Herr Lemoine unterscheidet das Einsetzen der Zirkelspitze in einen be- 
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demgemäß wird das Einsetzen der beiden Zirkelspitzen in zwei 
bestimmte Punkte, sowie das Einsetzen der einen Spitze in einen 
beliebigen Punkt einer gegebenen Linie und der anderen Spitze in 
einen bestimmten Punkt mit op: [2Ci] bezeichnet. 

3. Ziehen einer Geraden längs des Lineals, bezeichnet mit op: [B^]^ 

4. Beschreiben eines Kreises, bezeichnet mit op: [Cg]. 

Ist nun bei einer Konstruktion l^ mal die Operation i?i, l^ mal die 
Operation iig? ^i ^^1 ^^^ Operation C^ und m^ mal die Operation C^ aus- 
zuführen, so heißt der Ausdruck 

?i • i?i + ^2 • ^2 + % • <^i + ^2 • ^2 
das Symbol dieser Konstruktion; dasselbe gibt sämtliche Operationen nach 
Art und Anzahl an, nur die Reihenfolge derselben läßt es unbestimmt. 

Unter der Annahme der Gleichwertigkeit sämtlicher Operationen 
heißt die Summe ?i + ^2 + ^i + ^2 =" ^ (Simplicite) der Koeffizient oder 
auch der Grad der Einfachheit, auch kurz die Einfachheit, die Summe 

Zi + m^ = JB (Exactitude) der Genauigkeits Koeffizient oder — Grad,. 

auch kurz die Genauigkeit der Konstruktion; Einfachheit tmd Genauigkeit 
sind also um so größer, je kleiner ihre Koeffizienten sind.*) 



stimmten Punkt von dem Einsetzen auf eine gegebene Linie, und bezeichnet jene 
Operation mit Cj, diese mit Cj, das Beschreiben eines Kreises mit C^. Diese Unter- 
scheidung ist, wenn auch nicht theoretisch, so doch praktisch bedeutungslos. Ich 
habe von ihr im folgenden Abstand genommen, zumal mir die oben angegebene 
Bezeichnungsweise für die Zusammenstellung des Gesamtsymbols aus den Teilsym- 
bolen besonders bei komplizierteren Konstruktionen bequemer scheint. 

*) Die Summe S = l^ -\- 1^ -^ m^ -{- m^ ist für die Beurteilung der Einfachheit 
nicht als Maß im eigentlichen Sinne zu betrachten. Die 4 Operationen ijj , JJg , C^ , Cj 
sind verschiedener Natur, und da jede Konstruktion sich aus verschiedenen dieser 
4 Elemente zusammensetzt, so ist ein objektives Maß für die Einfachheit über- 
haupt nicht denkbar. Der Ausdruck „Einfachheit einer geometrischen Konstruktion**- 
bekommt also erst dann einen Sinn, und ein Vergleich der Konstruktionen bezüglich 
ihrer Einfachheit wird erst dann möglich, wenn man die Operationen jB^ , JRj , C^ , Cj 
sämtlich, oder (bei Konstruktionen mit dem Lineal bzw. dem Zirkel allein) teilweise 
assimiliert und sie bei der Abwägung der Einfachheit entweder mit gleichem oder 
mit (ein für allemal fest gewähltem) verschiedenem Gewichte belegt. Man hat dann 
aber kein eigentliches Maß, sondern nur die Möglichkeit eines Vergleiches vermittelst 
4 verschiedener Einheiten. In welcher Weise nun die Bewertung der einzelnen Ope- 
rationen für die Bildung eines Einfachheitsgrades am zweckmäßigsten zu geschehen 
habe, kann nur die Erfahrung zeigen. Der Umstand, daß diese 4 Operationen sich 
nicht in einfachere zerlegen lassen, daß femer keine von ihnen für einfacher erklärt 
werden kann als die andere, hat Herrn Lemoine bestimmt, denselben gleiches Ge- 
wicht beizumessen und seiner Methode die Gesamtzahl aller bei einer Konstruktion 
auszuführenden Elementaroperationen als Grad der Einfachheit zugrunde zu legen. 
Die Zweckmäßigkeit dieses Verfahrens wird vollauf durch die zahlreichen neuen Kon- 
struktionen bestätigt, zu welchen die Geometrographie in der kurzen Zeit ihres Be- 
stehens gefüjirt hat. Bei den althergebrachten Konstruktionen ist nicht nur die Ge- 
samtzahl aller Elementaroperationen im Durchschnitt mehr als doppelt so groß^ 
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Um z. B. auszudrücken, daß bei einer Konstruktion das Lineal zwei- 
mal an einen bestimmten Punkt anzulegen, viermal eine Zirkelspitze in 
einen bestimmten Punkt einzusetzen, eine Gerade zu ziehen und zwei 
Kreise zu beschreiben sind, und sich daher die Einfachheit auf /S == 9, die 
Genauigkeit auf E = 6 stellt, schreiben wir 

op: (2^1 + i?2 + 4Ci + 2C^) = (9 ; 6) (1 Gerade, 2 Kreise) . 

Als Elementarkonstruktionen in geometrographischer Beziehung, aus 
denen jede Konstruktion durch Zusammensetzung bezw. Wiederholung 
hervorgeht, haben wir die folgenden anzusehen: 

I. Eine beliebige Gerade zu ziehen, op: (R^)- 
IL Durch einen gegebenen Punkt eine beliebige Gerade zu ziehen, 

op:(i?i + J?2). 

in. Durch zwei gegebene Punkte die Gerade zu ziehen, op: (2Rj^.-{- i?2). 

IV. Einen beliebigen Kreis zu beschreiben, op: (Cg). 
V. Um einen gegebenen Punkt einen sonst beliebigen Kreis zu be- 
schreiben, op: (Gl + C2). 

VI. Um einen gegebenen Punkt P einen Kreis zu beschreiben, der durch 
den gegebenen Punkt Q geht, op: (20^ + Cg). 

VII. Um einen beliebigen Punkt mit einem gegebenen Radius den Kreis 

zu beschreiben, op: (20^ + Cg). 
Vin. Um einen gegebenen Punkt mit einem gegebenen Radius den Kreis 
zu beschreiben, op: (SCj + Cg). 

IX. Auf einer gegebenen Geraden von einem bestimmten oder un- 
bestimmten Punkt derselben aus eine Strecke gleich einer ge- 
gebenen abzutragen, op: (30^ + Cg). 

Die Aufgabe „durch einen gegebenen Punkt P mit einem gegebenen 
Radius r einen sonst beliebigen Kreis zu beschreiben" ist nicht mehr 
elementar, sondern zusammengesetzt; zu ihrer Ausführung ist zunächst 
der Kreis P(r) (d. i. der Kreis um P mit dem Radius r) und dann um 
einen beliebigen Punkt der Peripherie desselben mit r ein zweiter Kreis 



sondern auch — von seltenen Ausnahmen abgesehen — die Anzahl der Elementar- 
operationen derselben Art erheblich größer als bei den geometrographischen. 

Daß die Methode bezüglich des von ihr gebotenen Maßstabes für die Genauig- 
keit zu wünschen übrig läßt, muß zugegeben werden. Denn wenn eine Konstruktion 
im allgemeinen auch um so genauer ausfallen wird, je weniger Elementaropera- 
tionen sie erfordert, so wird die Genauigkeit doch auch noch durch andere Umstände 
beeinflußt, als durch die Operationen J^j und Üj . So ist z. B. die Sicherheit, mit 
der ein Punkt als Schnitt zweier Linien oder eine Gerade als Verbindungslinie zweier 
Punkte bestimmt wird, um so geringer, je kleiner der Winkel der zwei Linien bzw. 
die Entfernung der zwei Punkte ist. Eine Vervollkommnung der Methode in dieser 
Hinsicht wird aber zu erhoffen sein, wenn die Mitarbeiter einmal zahlreicher ge- 
worden sind. 
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zu beschreiben. Das Symbol dieser Konstruktion ist daher op: (20^ + 
f Ol + C,] + [C, + C,]) oder 

op: (4C, + 2C,) =- (6 ; 4) (2 Kreise). 

Beim Aufsuchen geometrographischer Konstruktionen gelten, ab- 
gesehen von gelegentlicher Einführung neuer Lösungsprinzipien, folgende 
Regeln; 

1. Man nutze die schon gezeichneten Linien naoh Möglichkeit aus 
und ändere den logischen Verlauf der Lösung ab, wenn auf diese Weise 
eine der noch zu ziehenden Linien entbehrlich gemacht werden kann. 

2. Von verschiedenen Lösungen derselben Aufgabe wähle man die- 
jenige aus, welche zu dem einfachsten Symbole führt. 

3. Bei jeder Aufgabe prüfe man auch alle speziellen Fälle und ver- 
einfache für jeden derselben das allgemeine Symbol. . 

4. Bei der Aufstellung des Symbols einer Lösung verwende man nur 
allgemeingültige Konstruktionen, es sei denn, daß eine auf die Aufgabe 
anwendbare partikuläre Konstruktion zu einem einfacheren Symbole führte. 

5. Man untersuche, ob wegen der im Verlaufe einer Konstruktion 
Ächon gezogenen Linien eine weniger einfache Hilfskonstruktion nicht. doch 
zu einem einfacheren Gesamtsymbole führt, als eine andere, .einfachere 
Hilfskonstruktion. 

Diejenige Konstruktion einer Aufgabe, welche den kleinsten Einfach- 
heitskoeffizienten . besitzt, heißt „geometrographisch^ so lange, bis etwa 
eine noch einfachere gefunden wird. 

Die Geometrographie ist rein theoretischer Natur. Sie setzt voraus, 
daß die Zeichenebene stets hinreichend groß, der Zirkel je nach Bedarf 
hinreichend groß oder klein sei; alle Geraden und Kreise werden als voll- 
ständig ausgezogen gedacht. 

Stellt sich die Geometrographie hiernach auch keineswegs direkt in 
den Dienst der Praxis, so fällt für diese dennoch von selbst ga;r mancher 
Gewinn ab; überdies hindert nichts, die Methode auch auf. die in der 
Praxis unter besonderen Bedingungen auszuführenden geometrischen Zeich- 
nungen anzuwenden. 

Daß die geometrographischen Untersuchungen, auch abgesehen von 
ihren direkten Resultaten, geeignet sind, auf die theoretische Geometrie 
befruchtend zu wirken, ist aus dem Grunde natürlich^ weil dieselben 
eine sehr aufmerksame und durchdringende Betrachtung der geometrischen 
Figuren erfordern. 

Hierfür ließen sich jetzt schon zahlreiche Belege anführen. 

Zum gründlichen Studium der Geometrographie empfiehlt sich 
E. Lemoine, Geometrographie ou art des constructions geometriques*), 

*) Sammlung Scientia, Nr. 18, Paris, Naud et Carre, Preis 1,60 M. Dieses Werk- 
chen wird im folgenden kurz mit Scientia zitiert. 
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-worin der Stand im, Jahre 1901 ziemlicli vollständig; wiedergegeben, ist. 
Sehr interessant und lehrreich ist. die geschichtliche Entwicklung der 
Geometrographie in den ersten Jahren ihres/ Bestehens, worüber die 
Schriften Aufschluß geben, welche Herr Lemoine dem Congr^s de T As- 
sociation fran9aise pour TATancement des Sciences in Oran 1888 ^ Pau 
1892, Besan9on 1893 torgelegt hat. 

Die neuesten mir bekannten Fortschritte findeU sich in den Arbeiten: 
R. Grüntsche, Beiträge zur Geometrographie, Archiv f. M. u» Ph., 3. Reihe, 
3. Band, S. 191ff., 6. Band, S. 133ff., 
„ Sitzungsberichte der Berliaer Mathematischen Gesellschaft, 

25. Juni 1902, 
„ Zeitschrift für math. und naturw. Unterricht, 1903, S. 20flF., 

„ Unterrichtsblätter f. Math. u. Nat., 1902. Nr. 4, 

H.Bodenstedt, Unterrichtsblätter f. Math. u. Nat., 1904. Nr. 3. 

Die vorliegende Arbeit enthält einige Gruppen meist fundamentaler 
Aufgaben aus dem planimetrischen Schulpensum in geometrographischer 
Behandlung. Ich habe eine Anzahl bereits bekannter geometrographischer 
Lösungen, deren Autor stets angegeben ist, mit aufgenommen, teils wegen 
ihrer Anwendung auf andere Aufgaben, teils zur Abrimdung der einzelnen 
Gruppen. Bei der Wahl der Behandlungsart für die einzelnen Aufgaben 
hat mich nur die Absicht geleitet, die Fruchtbarkeit der Lemo ineschen 
Methode zu zeigen, nicht .die Rücksicht auf eine etwaige Verwendung im 
Unterricht. 

Eine Erörterung der Frage, in welcher Weise die Geometrographie 
im Unterricht zu verwerten sei, wird wohl am besten noch hinaus- 
geschoben, bis sich seitens der Herren Fachkollegen an höheren Schulen 
eine größere Beteiligung an den geometrographi sehen Untersuchungen 
zeigt, die auch bezüglich der fundamentalen planimetrischen Aufgaben 
noch keineswegs als abgeschlossen zu betrachten sind. 

Soviel steht fest, daß die wirkliche, saubere und exakte Ausführung 
der Konstruktion ein sehr wertvolles Fördenmgsmittel beim geometrischen 
Unterricht ist, und daß schon aus diesem Grunde der Schüler anzuhalten 
ist, bei der wirklichen Ausführung auf möglichste Einfachheit bedacht zu 
sein. Es fehlt nicht an Stimmen, welche letzteres deutlich aussprechen. 
So Herr M. Simon in Baumeisters Handbuch, IX, S. 77: „Hieran knüpft 
sich das, was ich ^Ökonomie der Konstruktionen' nennen möchte. Die 
Schüler müssen von Anfang an dazu erzogen werden, sich genau klar- 
zumachen, welche Hilfsmittel sie zur Lösung verwenden, wieviel Kreise 
ihre Lösung 'kostet', und wie sie jeden Hilfskreis bestens ausnützen können. 
Man erhält dadurch ein ganz eigenartiges Aufgabenmaterial, welches die 
Schüler in hohem Grade fesselt." 

Die Lemoinesche Methode bietet nun ein bequemes Mittel, in der 
Behandlung der planimetrischen Aufgaben auch diese Seite gebührend zu 
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berücksichtigen. Ikre Grundzüge werden auch auf den untersten Stufen 
sehr rasch erfaßt, und gelegentliche Versuche haben mich daron überzeugt, 
daß geometrographische Übungen auf die Schüler einen großen Reiz aus- 
üben, und daß auch Schwache sich mit Eifer beteiligen. Da sich bei 
Beobachtung der geometrographischen Regeln fast überall und leicht Ver- 
einfachungen darbieten, so sind die Übungen vorzüglich geeignet, in dem 
Schüler das Selbstvertrauen und das Bewußtsein der Selbsttätigkeit zu 
stärken, was ja beim geometrischen Unterricht didaktische Forderung imd 
Ziel zugleich ist. Außerdem bieten dieselben einen schätzenswerten neuen 
Gesichtspunkt für Repetitionen. 
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I. Absclmitt. 
Hilfskonstraktioneii. 




§ 1. Zwei beliebige senkrechte Gerade zu konstruieren. 

1. Greometrograpliisclie Konstruktion (Fig. I, 1). — „Man ziehe 
eine Gerade ^[i?2]- Dann beschreibe man um 2 Punkte jB und C von g 
mit beliebigen Radien Kreise, die sich in P und 
Q schneiden 

und ziehe PQ\2R^ + iJg] Die Geraden g und FQ 
genügen der Aufgabe." 

Das Symbol der Konstruktion ist 

op : (2i?i + 2R, + 2Ci + 2C,) = (8; 4) 

(2 Gerade, 2 Kreise). 

2. Geometrographische Konstruktion 
(Fig. I, 1). — „Man beschreibe 2 beliebige, in 
P und Q sich schneidende Kreise \2C^. Seien 
B und C ihre Mittelpunkte. Man ziehe 

5C[2jRi + P2] lind PQ\2B^ + B^\ 
Diese Geraden genügen der Aufgabe" 

op": (4i?i + 2^2 + 2(72) = (8; 4) (2 Gerade, 2 Kreise). 

3. Geometrographische Konstruktion 
(Fig. I, 2). — „Man beschreibe einen beliebigen 
Kreis [Cg] und ziehe darin einen Durchmesser 
CE [i?i -|- Ug]. Dann ziehe man durch G eine be- 
liebige, den Kreis noch in B schneidende Gerade 
[Ui + jRg], und ziehe BE\2B^ + B^l Die Geraden 
BÖ und BE genügen der Aufgabe." 

op : (4i?i + 3 JRg + Q) = (8; 4) (3 Gerade, 1 Kreis). 

Diese Konstruktion kann folgendermaßen ab- 
geändert werden. 

B e u 8 c h , Geometrographie. 
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3 a. „Man ziehe eine Gerade ^[1^2] ^^^ einen Kreis, der g in B und 
C schneidet [C2], ziehe in diesem Kreise den Durchmesser BD12R^+ E^] 
und ziehe CD[2R^ + I{^y 

Das Symbol bleibt dasselbe. 

Liegt eine der beiden Geraden schon gezeichnet vor,, so findet man 
die andere nach 1. oder 3a.; das Symbol vermindert sich um op : [jRg]. 



§ 2. Auf der Geraden g im Funkte B die Senkrechte zu errichten. 

1. Klassische Konstruktion. — „Man beschreibe um B einen 
Kreis, der g in C und C schneidet [C^ + C^]- Mit einem hinreichend 
großen Radius g beschreibe man dann die Kreise C(q) und C\q), welche 
sich in Ä schneiden [2C^+2C^l und ziehe BÄ[2B^+ E^y 

op : (2Ui + -ßg + SCj + 3C2) = (9; 5) (1 Gerade, 3 Kreise). 

Für den FaU, daß die Gerade g nur auf der einen Seite von B be- 
nutzt werden kann, existiert folgende 

2. Klassische Konstruktion (Fig. I, 3). — „Mit beliebigem Ra- 
dius Q beschreibe man B(q\ der ^ in C schneidet [C^ + C2], dann C{q\ 

der B(g) in D schneidet [C^+ C^l 
dann D(q) [C^ + Q]. Dann ziehe man 
CD, welche D(q) noch in E trifft 
[2JB1 + JB2], und ziehe BE[2R^+E.^l 
Dies ist die verlangte Senkrechte." 

of:(4cE,+ 2E^+SC, + 3C,) 
= (12; 7) (2 Gerade, 3 Kreise). 

Diese Konstruktion enthält 2 
überflüssige Kreise und 2 überflüssige 
Zirkeleinsätze. Denn anstatt den 
Punkt D erst durch die beiden Kreise 
Yig I 3, ^(q) ^^^ (^(q) 2JU bestimmen, kann 

man die Zirkelspitze in einen ganz 
beliebigen Punkt D einsetuen und die Strecke DB in den Zirkel nehmen. 
Der Kreis um D mit DB rIb Radius tut dann denselben Dienst, wie der 
Kreis D(q)] denn schneidet derselbe g noch in C, so wird er von der 
Verbindungslinie CD in einem Punkte E so getroffen, daß BE Jug ist. 
Diese Überlegung führt zu der 

3. Geometrographischen Kons-truktion (Fig. I, 2). — „Man be- 
schreibe einen beliebigen, durch B gehenden Kreis, der g noch in C 
schneidet [C-^ + C^}, In diesem Kreise «iehe man den Durchmesser 
GE[2E^+E^l und ziehe BE[2E^+ E^]. Dies ist die verlangte Senk- 
rechte " 

op : (4i?i + 2B^+Ci+ (7j) = (8; 5) (2 Gerade, 1 Kreis). 




§ 3. Die Mittelsenkrechte der Strecke BC zu konstruieren. 3 

Es ist befremdend, daß diese längst bekannte Form der Konstruktion, 
welche ebensogut wie die klassische an die Lehre vom gleichschenkeligen 
Dreieck angeschlossen werden kann, so selten in Lehrbücher und selbst 
in ausführlichere Aufgabensammlungen aufgenommen wird, und besonders, 
daß ihr sogar die handgreiflich kon^pliziertere Form 2. vorgezogen wird, 
wenn die Gerade g nicht auf beiden Seiten von B benutzt werden soll 
oder kann (z. B. wenn B am Rande des Zeichenblattes liegt). Selbst wenn 
von g außer dem Punkte B nur noch 1 Punkt C gegeben wäre, würde 
es vorteilhafter sein, anstatt nach 2. zu verfahren, die Gerade BC erst zu 
ziehen und dann die Konstruktion 3. auszuführen. 

4. Sind auf derselben Geraden g in n Punkten J., £, C, 2), . . . die 
Senkrechten zu errichten, so ist es für w > 3 vorteilhafter, folgendermaßen 
zu verfahren: 

„Um den beliebigen Punkt M der Ebene (Fig. I, 4) beschreibe man 
die n Kreise, welche durch A^ B, C, D, . . . gehen [nC^ + nC^]. Der erste 
dieser Kreise schneide g noch in ä. Dann 
ziehe man AM und SM, welche den durch 
A gehenden Kreis in S' bzw. A' schneiden '^^''' ^^aL'-'M ^ -O] 

[4:B^ + 2B^l und ziehe S'A\ welche die "/^":; '^" 

übrigen Kreise der Reihe nach in B\ C, \ ^^^' 
D; . . . triffl (J?; C, D' . . . mit A' auf der- \ y' '' 
selben Seite von S") [2jBi + B^, Man ziehe ,.^\ 
AA, BB\ CC\., [2nB, + nB^]. Dies ^^— 

sind die verlangten Senkrechten." 

op : ([2w + 6]i?i + [n + 3]B^+ nC^ + nC^) 



:^^ 



Fig. I, 4. 
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= (5w + 9; 3?z + 6) (n + 3 Gerade, n Kreise). 

Durch w- malige Ausführung der Konstruktion 3. würde man zu dem 
Symbole op : (4w JR^ + 2wi?2 + wC^ + wCg) = (8^, 5w) (2n Gerade, n Kreise) 
gelangen. Die Konstruktion 4. ist also einfacher, wenn 5w + 9 < 8w, 
d. h. w > 3 ist. 



§ 3. Die Idättelsenkrechte der Strecke BC zu konstroieren. 

Geometrographische Konstruktion. — „Mit einem hinreichend 
großen Radius q beschreibe man B(q) und (7(p), die sich in A und A' 
schneiden [2C^+2C^l und ziehe AA'[2B,+ B^y 

op : (2i?i + i?2 + 2Ci + 2(72) = (7; 4) (1 Gerade, 2 Kreise). 

Das Symbol bleibt dasselbe, wenn die Strecke BC nicht wirklich ge- 
zogen, sondern nur durch ihre Endpunkte festgelegt ist. 
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§ 4. Vom Punkte A außerhalb der Geraden g auf diese die Senk- 
rechte zu fällen. 

1. Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 5). — Um 2 be- 
liebige Punkte 5 und C der Geraden g beschreibe 
man durch A gehende Kreise, die sich noch in 
Ä schneiden [(2Ci + Cg) + (2Ci + Q], und ziehe 
^^'[2i?, + i?2].^' ^ . 

op : (222, + i?3 + 46^ + 2C,) = (9; 6) 

(1 Gerade, 2 Kreise). 

Diese Konstruktion liefert die Senkrechte auch 
dann mit der Einfachheit /S = 9, wenn von der 
Geraden g nur 2 Punkte J? und ' C gegeben sind. 

Braucht man nur den Gegenpunkt AI von 
A bezüglich g^ so vermindert sich das Symbol 
um op \\2'R^'\- ^2]- 

2. Geometrographische Konstruktion 
(Fig. I, 6). — „Mit einem hinreichend großen Ra- 
dius Q beschreibe man A{^q)^ der g in B und C 
trifft [Cj + Og], dann JB{q) und C(q\ die sich noch 
in A' treffen [20^ + 20^1 und ziehe 

AA'[2R, + R,y 

op : (2R, + B,+ 3C, + SC,) = (9; 5) 

(1 Gerade, 3 Kreise). 
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Kig. I, 6. 



§ 5. Zwei beliebige Parallele zu konstruieren. 
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Konstruktion (Fig. I, 7). — „Man ziehe eine Gerade glR^] und 

^, ^^ beschreibe einen Kreis, der ^ in jB und G 

"'-^ schneidet [Cg]. Dann schneide man auf 

diesem Kreise gleiche Bogen BD und CE 
ab (D und E auf derselben Seite von g) 
[2C^ + 2C,] und ziehe DE[2B^ + B,]. 
Die Geraden ^ und DE genügen der Auf- 
gabe." 

op : {211, + 2R, + 2 C, + 30,) = (9; 4) 
-.^_ _^^,''' (2, Gerade, 3 Kreise). 

Fig. I, 7. 2. Geometrographische Konstruk- 
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§ 6. Zwei beliebige Parallele mit dem Abstand h in konstruieren. 5 

tion (Fig. 1,8). — (Güntsche.) „Man beschreibe 2 sich schneidende 
gleiche Kreise [2(72]. Seien M und M' ihre Mittelpunkte, P und § ihre 
Schnittpunkte. Man ziehe MP und ,----— ^ 

Diese Geraden genügen der Aufgabe." / 

op : (AR, + 2It, + 2 C,) = (8; 4) ~T ^ 



(2 Gerade, 2 Kreise). \^ / 



Eine beliebige Parallele zu einer ge- '^ö -"^'^ 57^ 

gebenen Geraden findet man nach 2. mit der \ 

Einfachheit 9, nach 1. mit der Einfach- 
heit 8. '^^--_..- 

Beliebige Parallele durch 2 vorgeschrie- Fig. I, 8. 

bene Punkte ergeben sich nach 2. mit S = 10. 



§ 6. Zwei beliebige Parallele mit dem Abstand h zu konstruieren. 

Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 9). — „Man be- 
schreibe einen beliebigen Kreis k mit einem Radius > - [Cg] und ziehe 
darin einen Durchmesser DD' [E^ + i^a]. 
Dann beschreibe man die Kreise D{h) und , /t 



D'Qi), welche h m E bzw. J5' schneiden ^^^ '""^-Jfe 

(jB und E auf verschiedener Seite von /' ^. ^ 

DD') [(3C, + C,) + (C, + C,)], ^..^^^ y^^ 

und zieheDJ57'und D'^[4i?i+2JB2]. Diese / ,-'' \ 

Geraden genügen der Aufgabe.*^ • ,.-' • 

op : (5J?i+ 3i?, + 4(7,+ 3^3) == (15; 9) V""' ->.^ L^- 

(3 Gerade, 3 Kreise). '^v^^ /^ 

Eine Parallele zu einer gegebenen Ge- """ •"'' 

raden im Abstand h erhält man nach IV, Fig. I, 9. 
§ 3, b (Fig. IV, 2) durch 

op : (4i?i + 2 J?2 + 7 Gl + AC,^ = (17: 11) (2 Gerade, 4 Kreise). 



§ 7. Durch den Funkt A außerhalb der Geraden g zu dieser die 

Parallele zu ziehen. 

1. Klassische Konstruktion. — „Man ziehe durch A eine be- 
liebige Gerade, welche g in B schneidet [Ji^ + iJg], und lege einen der bei 
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B entstandenen Winkel in -4 em AB als Wechsel winkel an. Der freie 
Schenkel des angelegten Winkels ist die gesuchte Parallele." 

Zum Anlegen des Winkels ist (nach § 10, a) op : [2R^+B2 + 5C^+3C^] 
erforderlich. Das Symbol ist also 

op : (3i?i + 2i?2 + 5Ci + 3C2) = (13; 8) (2 Gerade, 3 Kreise). 

Diese von Euklid gelehrte Konstruktion ist wohl noch immer die 
gebräuchlichste, obwohl es nicht an einfacheren fehlt. 

2. Klassische Konstruktion (Fig. I, 10). — „Man verbinde den 
Punkt Ä mit irgendeinem Punkte J? der Geraden .^[^1+ ^^2]? trage auf 

dieser ein BÄ gleiches Stück BC ab 
^ /' ^^^ V^ [2 Ci + Cg] und beschreibe mit ebenso 

'^^^Z ]C großem Radius aus A und C Kreisbogen 

/'' ^\ / ^^ [(Ci + C,) + (C, + C,)l die sich in D 

treffen; dann ist AD12B^+ R^] die 
; verlangte Parallele." 

'^ TS \e op : (SB, + 2i?2 + 4Ci + 3C,) = (12; 7) 

Fig. I, 10, (2 Gerade, 3 Kreise). 

Diese Konstruktion wird als bequemer wie die vorhergehende be- 
zeichnet, verlangt aber bis auf 1 Zirkelansatz sämtliche Elementaropera- 
tionen der Konstruktion 1. Der letzteren gegenüber würde 2. als erheb- 
lichere Verbesserung gelten können, wenn bei ihr die Gerade J.jB fortgelassen 
würde, die mit der Ausführung doch nichts zu tun hat. Um den Punkt C 
festzulegen, muß die erste Zirkelspitze in J?^ die zweite in A eingesetzt 
und dann um C der Kreis beschrieben werden. Zui* Genauigkeit, mit 
welcher die zweite Spitze in A eingesetzt wird, trägt die Gerade AB 
gewiß nicht bei, in welcher Weise der Punkt A auch markiert sein mag. 
Würde man aber mit der Geraden AB den Zweck verfolgen, eine größere 
Sicherheit im Aufsetzen der ersten Zirkelspitze auf die Gerade g zu er- 
möglichen, so würde dieser Zweck ebensogut durch eine beliebige, g 
schneidende Gerade erreicht, und es wäre mindestens das Anlegen des 
Lineals an A nutzlos. Wollte man die Gerade AB als Hilfslinie für 
einen etwa nachfolgenden Beweis rechtfertigen, so müßte folgerichtig 
auch noch das Ziehen der Geraden CD vorgeschrieben werden^ damit sie 
der Vorstellung beim Beweise zu Hilfe komme; zudem sind solche Hilfs- 
linien in der „Konstruktion^^ überhaupt unzulässig, denn diese soll an- 
geben, wie die den gegebenen Bedingungen genügende Figur durch 
Zeichnung erzeugt werden kann, sonst aber nichts. 

Folgendes ist die weniger gebräuchliche, aber bessere Form der 
Konstruktion 2.: 

„Von einem beliebigen Punkt B der Geraden g aus trage man auf 
dieser die Strecke BC = BA ab [2C^+ C^], beschreibe mit BA als 



§ 7. Durch den Punkt A außerhalb der Geraden g usw. 7 

Radius um C und Ä die Kreise, welche sich in D schneiden 
[(Ci + C^) + (Gl + C2)] ; ^nd ziehe ÄD [2 JR^ + B^l Dies ist die ver- 
langte Parallele." 

op : (ßJR^ + JB2 + 4(7i + 3^2) « (10; 6) (1 Gerade, 3 Kreise). 

Aber auch diese Konstruktion ist noch einer Vereinfachung fähig, 
die zwar gering, aber bei der hervon-agenden Wichtigkeit der Aufgabe 
für die Ausführung zusammengesetzter Konstruktionen nicht zu unter- 
schätzen ist. 

3. Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 11).*) — „Mit 
einem hinreichend großen Radius q be- 
schreibe man ä(q), der g in B schnei- ^ ^"^nIz? 
det [C^ + Cg], dann B^q), der g in C ' ' |V^ 
schneidet [C^ + C^] , dann G(q) , der .^ / '^ 
Ä(g) außer in B noch in D triflft 

[C,+ C,l und ziehe ÄD [2R,+ R,] V ) 

Dies ist die gesuchte Parallele." ^^.. • 

op:{2It, + R, + SC, + SC,) = (9; 5) "ii^'l^u. 

(1 Gerade, 3 Kreise). 

4. Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 12).*) — „Man 
ziehe einen beliebigen durch Ä gehenden KJreis, der g in B und C 
schneidet [Q + Og], mache in diesem Kreise ^, . ^ 

den Bogen CD = BA {A und D auf der- Ay'*^ "^>^ 

selben Seite von g) \^C^-\-G^^ und ziehe 7* ,-^\ 

AD [2jBi+ jRg]. Dies ist die gesuchte / \ 
Parallele." 



op : {2B^ + i?2 + 46; + 2C2) « (9; 6) ^~b\ 
(1 Gerade, 2 Kreise). \ 

5. Ist die Gerade g nicht wirklich ^'"^- -- 

gezogen, sondern nur durch 2 Punkte B ^^g- ^1 ^2. 
und C bestimmt, so verfahre man folgender- 
maßen. A 



.y 



^ 



Geometrographische Konstruk- 
tion (Fig. I, 13). — (Lemoine.) „Man 
nehme BC in den Zirkel [2CJ und be- 
schreibe den Ki-eis A{BC) \G^ + G^, Wäh- 
rend die Spitze in A bleibt, nehme man S c 
dann AB in den Zirkel [Cj] und beschreibe Fig. I, 13. 

*) G. Müller, Zeichnende Geometrie, §11, 9; J. K. Becker, Lehrbnch der 
Elementargeometrie, § 26. 
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den Kreis C{AB)y der A(BC) in D trifft (A und D auf derselben Seite 
von BG)\C^+C^\ und ziehe AB\2B^'\- B^y 

op : {2B^ + iig + öCi + 2(72) = (10; 7) (1 Gerade, 2 Kreise). 
6. Zu den 3 gegebenen Ecken A, B, C eines Parallelogramms 
AB CD erhält man die der Ecke B gegenüberliegende 4*® Ecke D 
nach 5. durch 

op : (5(7i + 2(7,) - (7; 5) (2 Kreise). 



§ 8. Zu der Geraden g die zu ihr bezüglich des Punktes A 
symmetrisch liegende Parallele zu konstruieren. 

Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 14). — „Man be- 

^^' -^^ schreibe um A einen beliebigen, g in 

B und C schneidenden Kreis [C^ + C^, 
ziehe BA und CA, welche den Kreis 
in B' bzw. C treffen [4:B^ + 2B^\ und 
ziehe C'B' \2B^^B^;\, Dies ist die ge- 
suchte Parallele.^' 




■ A- 




^^ 



op : (62^1 + 31?, + (7, + C^) = (11; 7) 
(3 Gerade, 1 Kreis). 



Fig. I, 14. 



§ 9. Einen Winkel von a) 60^ b) 30^ c) 45^ zu konstruieren. 

a) Geometrographische Konstruktion. — „Man ziehe eine 
Gerade g[B^, beschreibe um einen Punkt B derselben mit beliebigem 

Radius q den Kreis B{q) [C^ + C^, der g in 

^N^^ C schneidet, dann den Kreis C{q) [C^ + Cg], 

""■"^^ der B{q) in A trifft, und ziehe AB [2i?i + B^Y 

op : (2U, + 2i?2 + 2Ci + 2C,) = (8; 4) 

(2 Gerade, 2 Kreise). 

b) Geometrographische Konstruk- 
tion (Fig. I, 15). — (Bernes.) „Man ziehe 
eine Gerade g\B^, beschreibe um irgend- 
einen Punkt M der Ebene mit beliebigem 
EÄdius Q einen Kreis [Cg], der g in.JB und 
C schneidet. Dann beschreibe man C{q) 
[^i+C^]? der M{q) in D trifft, und ziehe BD\2B^ + B^\ Dann ist 
<^CJ?2) = 300; dennesist ^Ci^fD=-60^ also <^(75D = 1. CilfD-30V^ 

op : (2JBi + 2i?2 + (7i + 202) = (7; 3) (2 Gerade, 2. Kreise). 




jB\ 



Fig. I, 15. 



§ 10. An die Gerade g im Punkte B einen Winkel usw. 
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c) Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 16). — „Man 
beschreibe einen beliebigen Kreis M(q) [C^], dann um irgendeinen 
Punkt M' auf M(q) den Kreis M\q) 
[Ci + Cg], der M(q) in E und F schnei- 
det, beschreibe femer E(q) [C^ + C^], der 
M(q) in A triffl, ziehe EF[2R^,+ B^l 
welche E(q) in B trifft, und ziehe 

BÄ[2E, + E,l 
Dann ist ^^J?i^ = 45o." 

Beweis: AF ist Durchmesser von 

op : (42?!+ 2i?, + 2C, + 3Q) = (11; 6) 
(2 Gerade, 3 Kreise). 




§ 10. An die Gerade g im Funkte B einen Winkel von 
a) 60^ b) 30^ c) 45<^ anzulegen. 

a) op : (2jBi + R^ + 2C^ +2C^) = (7; 4) (1 Gerade, 2 Kreise). 

b) Geometrographische Konstruktion (Fig. 1,15). — „Um einen 
beliebigen Punkt M beschreibe man einen durch B gehenden .Kreis, der 
g noch in C schneidet [C^ + Cg]. Dann be- 
schreibe man C{MB), der m{mB) in D 
trifft [Ci+Cg], und ziehe BD \2B^ + B^\ 
Dann ist^ BBC = SO^." 

op : {2B, + E, + 2(7, + 2(7,) = (7; 4) 

(1 Gerade, 2 Kreise). 

c) Geometrographische Konstruk- 
tion (Fig. I, 17). — ,,Um einen beliebigen 
Punkt E von g beschreibe man einen durch 
B gehenden Kreis pC^-j- Cg], emchte mit 
Hilfe dieses Kreises nach § 2, 1. auf ^ in jE 
die Senkrechte, welche den Kreis in A trifft 

und ziehe BA [2i?i + i?,].« • 

op:: (4iJi + 2Ej + 4Ci + 3(7j) = (13; 8) (2 Gerade, 3 Kreise). 
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Fig. I, 18. 



§ 11. DuTOh den Funkt Ä außerhalb der Geraden g eine Gerade g' zu 
ziehen, die mit g einen Winkel von a) 60^ b) 30^ e) 45^ bildet. 

a) Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 18). — „Mit 
einem hinreichend großen Radius q beschreibe man ä{q), der g in B 

und C schneidet [C^ + 62], dann B(q) 
und C(()), welche den Gegenpunkt Ä' 
von Ä bezüglich g bestimmen 

Dann beschreibe man A' (q), der B{q) 
in D trifft [C, + C^], und ziehe AD 
[2B^ + JBg]. Dies ist die verlangte 
Gerade." 

Beweis: Sei ^ der Schnittpunkt 
von g und AD, Es ist 

^ A'AD = i . A'BD == 30^ 
daher ^ J[£(7 = 90« - A'AD = 60^ 

op : {2B, + B^ + 4:0^ + 4^2) = (11; 6) (1 Gerade, 4 Kreise). 

b) Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 19). — „Mit 
einem hinreichend großen Radius g beschreibe man -4 (9), der g in G 

schneidet [C^+Cg], dann C(q), der 
A(q) in F schneidet [C^+Cg], dann 
fIq), der g noch in G trifft [C^ + C^]. 
Nun ziehe man AG[2B^ + B^, Dies 
ist die verlangte Gerade." 

Beweis: 

^AGC = iAFC=aO^ 
op : (2i?, + i?2 +3Ci + 3C2) ^ (9; 6) 
(1 Gerade, 3 Kreise). 

c) Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 17). — „Man 
fälle von A aus auf g die Senkrechte AE, wozu nach § 4, 1. 
pp : [2 Ui + JR2 + 4 Ci + 2 Cg] erforderlich ist. Dann beschreibe man 
F{EA)y der g in B trifft [20^+0,1 und ziehe AB[2Bj^ + B,l Dies 
ist die gesuchte Gerade." 

op : (4i?i + 2iJ2 + 6(7i + 3C2) - (15; 10) (2 Gerade, 3 Kreise). 




Fig. I, 19. 



§ 12. Wenn ein Winkel 6 gegeben ist, in der freien Zeichenebene usw. H 



§ 12. Wenn ein Winkel <f gegeben ist, in der freien Zeiohenebene 

a) einen Winkel = <y zu konstruieren. 

Das gewöhnliche Verfahren wird geometrographisch, wenn mit einer 
Geraden begonnen wird. 

Greometrographische Konstruktion. — „Man ziehe eine Gerade 
glB^]. Dann trage man auf den Schenkeln von 6 vom Scheitel S aus 
gleiche Strecken SX und ä Y ab [C^ + C^] und beschreibe um einen 
Punkt Ä von g den Kreis A^SX)^ der g in B schneidet [Cj+ Cg]. In 
diesem Kreise mache man den Bogen BD ^ XY[3Ci+ C^] und ziehe 
AD [2JBi + R^l Dann ist ^ BAD = 6.'' 

op : (2JB, + 2R^ + 5C^ + 3C^) = (12; 7) (2 Gerade, 3 Kreise). 

b) einen Winkel = 2ö zu konstruieren. 
Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 20). — „Man ziehe 

eine Gerade g[B^]. Um einen beliebigen Punkt M beschreibe man dann 

einen Kreis, der durch 

den Scheitel S von 6 ^^ "--. o 

geht und die Schenkel in '' ^ '^ —^ 

Pund (? schneidet [C; + C^], 

und beschreibe um einen 

Punkt A von g den Kreis 

A{MS\ der g in B trifft 

\G^ + ^'2]* I^ diesem 
Kreise mache man Bogen 
BD = P(?[3(7i + C,] und ziehe AD \_2R, + PJ 

^BAD==PMQ^26,'' 
op : (2i?i + 2B^+bC^+ SC^) = (12; 7) (2 Gerade, 3 Kreise). 

c) einen Winkel = — zu konstruieren. 

Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 21). — „Man zißhe 
eine Gerade glß^. Dann trage man auf den Schenkeln von ö vom 
Scheitel S aus gleiche Strecken 
SX und «Tab [C^+CJ und 
beschreibe um einen Punkt B 
von g den Kreis B{SX)y der g 
in A und G schneidet [C^-j- Cg]. 
In diesem Kreise mache man den 
Bogen CD = X r [3 Gl + C,l 

und ziehe AD [2R^ + R^]. Dann ist ^DAC^ ^ " 

op : (2i?i + 2J?3 + 5(7i + 3C;) == (12; 7) (2 Gerade, 3 Kreise). 
Man beachte, daß die Konstruktion von nicht mehr und genau 




- Fig. I, 20. 



Dann ist 
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dieselben Operationen erfordert, als diejenige von 0, daß es also un- 
zweckmäßig sein muß, zunächst 6 zu halbieren und dann nach a) einen 



Winkel = — zu zeichnen. 



Auf diese Art erhält man - durch 



op : (4JSi + 3B, + lC, + 5 C^) - (19; 11) (3 Gerade, 5 Kreise) , 
oder durch 

op : (2B, + 2B^ + 90^ + 6C,) = (19; 11) (2 Gerade, 6 Kreise), 

je nachdem man die Halbierungslinie von ö wirklich zieht oder nur einen 

Punkt derselben benutzt. 

d) einen Winkel = 90^ + <y zu konstruieren. 
Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 22). — (Tarry.) 

„Man ziehe eine Gerade glB2]: Um einen beliebigen Punkt M beschreibe 

man dann einen Kreis, 
der durch den Scheitel S 
von geht und die Schen- 
kel in P und Q schneidet 
[C^ + C2], und beschreibe 
um einen Punkt B von g 
den Kreis B(MS), der g 
in Ä triSt [G^+C^l In 
diesem Kreise mache man 

Bogen ÄD^ PQ[äC^+C'^] und ziehe ÄD [2B^ + B^l Dann ist 

<^ BAD - 90« - <y; denn es ist ^ ABD = PMg = 2^." 

op : (2B^ + 2JB2 + 5Ci + SCg) == (12; 7) (2 Gerade, 3 Kreise). 




Fig. I, 22. 



§ 13. An die Gerade g im Punkte A einen Winkel 



a) ^^6, b) «2(7, e) 



2» 



d) = 90« — 6 anzulegen. 



a) und b) Diese Aufgaben erledigen sich in derselben Weise wie 
die Aufgaben a) und b) in § 12, mit dem Unterschiede, daß die dort zu- 
nächst zu ziehende beliebige Gerade und der Punkt A auf derselben hier 
gegeben sind, wodurch die beiden Symbole sich auf 

op : (2jBi + B^ + 5 Ol +30,)=- (11; 7) (1 Gerade, 3 Kreise) 

reduzieren. 

c) und d) Die Konstruktionen sind dieselben wie die entsprechenden 
c) und d) in § 12, mit dem Unterschiede, daß die dort zunächst zu ziehende 
Gerade hier wegfällt und der Punkt B nicht beliebig auf g angenommen 
werden darf, sondern in der Entfernung XS bzw. MS von A festgelegt 



§ 14. Durch den Punkt A außerhalb der Greraden g eine Gerade r/' usw. 13 

werden muß. Die Symbole vermindern sich also um op : [B^] und ver- 
mehren sich um op : [0^+ Cg], wodurch beide in 

op : (2i?i +B, + QC,+ AC,) = (13; 8) (1 Gerade, 4 Kreise) 
übergehen. 




Fig. I, 23. 



§ 14. Durch den Funkt Ä außerhalb der Geraden g eine Gerade g' zu 
ziehen, die mit g einen Winkel a) ==(y, b) «=2(?, c) =-^, d) =90^ ±6 

bildet. 

a) Winkel g'g == ö. 

Das klassische Verfahren besteht darin, daß man (Fig. I, 23) an g in 
einem beliebigen Punkte Z einen Winkel =<? anlegt [2 Il^+ R2 + b C^+S C2] 
und zu dem freien Schenkel des- 
selben durch Ä die Parallele 
ÄE zieht 

[3i?i+2i?2 + 50iH-3C2]. 

Dann ist AE die verlangte Ge- 
rade g\ 

op : (5i?i + 3jR2+ 10^1 + 6(72) 

= (24; 15) (3 Gerade, 6 Kreise). 

Eine wesentliche Verein- 
fachung tritt ein, wenn man es unterläßt, den durch Z und V (Fig. I, 23) 
bestimmten freien Schenkel des angelegten Winkels wirklich zu ziehen, 
und die Parallele AE durch Konstruktion der 4*®^ Ecke W des Parallelo- 
gramms AZVW (oder AVZW) festlegt. Das Symbol reduziert sich 
dann auf 

op : (2JRi + i?2 + ÖC'i + öCg) = (17; 11) (1 Gerade, 5 Kreise). 

Man spart noch 1 C^^ wenn man den Punkt Z nicht beliebig auf g an- 
nimmt, sondern ihn durch einen Kreis mit der auf den Schenkeln von 
vom Scheitel aus abzutragenden beliebigen Strecke SX bestimmt, so daß 
das Parallelogramm AZVW ein Rhombus wird. So gelangt man zu 
der Lemo in eschen Konstruktion mit dem Symbol 

op : (2 J?i -f i?2 + 8 Ci -f 5 C2) = (16; 10) (1 Gerade, 5 Kreise). 

Diese und eine von Herrn Güntsche angegebene Konstruktion mit 
der Einfachheit 16 galten bis jetzt als geometrographisch. An ihre Stelle 
tritt die folgende mit der Einfachheit 15. 

Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 24). — „Mit einem 
hinreichend großen Radius q beschreibe man um den Scheitel S von a 
den Kreis S(q)j der die Schenkel in X und Y schneidet [C^ + C2]. Dann 
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beschreibe man 'Ä{q)j der g in Ä' trifft [C^ + Cg], dann ä\q), der ^ in 
5' trifft [Ci+ Cg], dann J5'((>), der ä(q) in J5 trifft {Ä und JB auf der- 

selben Seite von g) [C^ + Cg]. 




Fig. I, 24. 



Nun mache man in dem 
Kreise ä{q) Bogen 

und ziehe AD, welche g in E 
trifft [2J?i + U2]. Dies ist die 
verlangte Gerade ^'; denn 

ÄÄ'B'B 

ein Rhombus und 

^ ÄEB' ^ DAB^ XSY^0.'' 

op : (2B^ + i?2 + 7Ci + ÖC^) = (15; 9) (1 Gerade, 5 Kreise)*). 

b) Winkel s^g=2ö. 

Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 25). — „Um einen be- 
liebigen, vom Scheitel 8 von 6 hinreichend entfernten Punkt M der 

Ebene beschreibe man 
einen Kreis, der durch S 
geht und die Schenkel von 
in X und Y schneidet 
[Ci + Cj]; sein Radius 
sei Q, Dann beschreibe 
man ä{q) und fahre in 
derselben Weise fort, wie 
bei der geometrographi- 
schen Konstruktion a). 
Dann ist AD die ver- 
langte Gerade g'] denn es 
ist ^ ABB' =^ DAB ^ XMY ^ 26,'' 

op : (2JBi + jRa + 7 Gl + 5(72) - (15; 9) (1 Gerade, 5 Kreise). 
Ändert man die geometrographische Lösung der Aufgabe a) derart 




Fig. I, 25. 



*) Die Verbindung der Konstruktionen § 12 a und § 14 a gibt eine geometrogra- 
phische Konstruktion eines Dreiecks aus a, a, ß. 

„Man konstruiere nach § 12 a einen Winkel = ß, indem man a als Radius der 
zwei ersten Hilfskreise nimmt [22?^ + 22?^ + 7Ci + 3Cj]. Dann ist auch die Ecke 
C festgelegt. Unter Benutzung des dritten Hilfskreises (des Kreises um C) ziehe man 
dann nach § 14a durch C eine Gerade, die den anderen Schenkel des konstruierten 
Winkels unter ^ a schneidet, was naoh der obigen geometrographischen Konstruktion 
noch op : [2i2i + 22, + 6Ci -f ^C'g] erfordert. Als Gesamtsymbol erhält man also 

op : (4j?i 4- SEi + 13Ci + TCj) = (27; 17) (3 Gerade, 7 Kreise)." 



§ 14. Durch den Punkt A außerhalb der Geraden g eine Gerade g usw. 15 

ab, daß man nach Festlegung von B die Kreise B{X.Y) und D(XF) be- 
schreibt und dann anstatt DA die gemeinschaftliche Sehne dieser beiden 

Kreise zieht, so hat man die Gerade g' für einen Winkel = -- mit der 
Einfachheit 17. 

Auf dieselbe Weise kann man die Gerade g' für einen Winkel 
= (90^— <y) mit der Einfachheit 18 erhalten, indem man die eben an- 
gedeutete Konstruktion mit <^ 2 • (90® — fS) anstatt mit <^ a ausführt. 
Den Winkel 2 • (90*^ — c) konstruiert man am einfachsten dadurch, daß 
man (Fig. I, 27) um irgendeinen Punkt N des einen Schenkels von 6 
einen durch S gehenden Kreis beschreibt, der den anderen Schenkel noch 
in Y schneidet. Dann ist <^ SNY= 2 • (90^— e). 

Man gelangt aber zu etwas einfacheren Konstruktionen der in c) 
und d) verlangten Geraden, wenn man von der Idee ausgeht, welche der 
oben erwähnten Güntscheschen Lösung*) der Aufgabe a) zugrunde 
liegt, nämlich: ein gleichschenkeliges Dreieck ÄFG so herzustellen 
(Fig. I, 26 u. I, 27), daß der Winkel an der Spitze F gleich 6 bzw. 
2 • (90® — ö) ist und die eine Basisecke G auf g liegt. Der Kreis F{FÄ) 
bestimmt dann auf g einen Punkt E, so daß AE die gesuchte Gerade g' 

ist; denn dann ist <^ AEG = y • AFG = y bzw. (90«- e), 

c) Winkel gg = '^' 

Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 26). — „Mit einem 
hinreichend großen Radius q beschreibe man um den Scheitel S von 6 
den Kreis S{q), der die p-i 

Schenkel in X und F schnei- jy^ "/v^ 

det [Gl + Cg]. Dann be- ^^^ 

schreibe man A{q) [C^ + C^, /^y^ 

ferner J.(Xr), der g in G Ej/^ 

trifft [3 Oi+Cg], nehme, wäh- *^ >^ 

rend die Spitze in A bleibt, s' j 

Q wieder in den Zirkel [C^] Fig. i^ 26. 

und beschreibe G(q), der 

A(q) in F triift [C^+ Cg], und beschreibe F(q\ der g noch in E trifft 

fC^-f Cg], Schließlich ziehe man AEl2Bj^ + B^]. Dies ist die verlangte 

Gerade /." 

Beweis: AAFG^ YSX, also ^AFG = 6, mithin 
^AEG = ^^^^^. 

op : (2B, + B,+ 8C^ + 5C,) = (16; 10) (1 Gerade, 5 Kreise). 

*) Archiv f. Math. u. Ph., Bd. 6, S. 134. 
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Fig. I, 27. 



d) Winkel /^ = (90«-^). 

Geometrographische Konstruktion (Fig. I, 27). — ;,A.uf dem 
einen Schenkel von 6 nehme man in hinreichender Entfernung ^ vom 

Scheitel 8 einen Punkt JV 
an und beschreibe den Kreis 
JV(^), der diesen Schenkel 
außer in S noch in X, den 
anderen noch in Y schnei- 
det [2C;+ Cg]. Dann be- 
schreibe man J.(p) [C^ + C^], 
femer JL (Ar), der g in G trifft [3C^+ C^l 
und fahre in derselben Weise fort, wie bei der 
Konstruktion c). Dann ist ÄE die verlangte 
Gerade ^'." 
Beweis: 

A ÄFG ^ SNY, also <^ ÄFG ^SNY=2- (90^-^ a), mithin 
<^ÄEG = ^^ = 900- ^ 

op : (2i?, + J?2 + 9Ci + öCg) = (17; 11) (1 Gerade, 5 Kreise). 

Anmerkung zu §§12, 13, 14 

Für die Aufstellung der geometro- 
graphischen Symbole mancher grund- 
legenden Dreieckskonstruktionen sind die 
Aufgaben § 12a, § 13a, § 14a noch für 



einen Winkel = 90^ + y von Wichtig- 
keit. Man erhält die Lösungen der Reihe 
nach mit den Einfachheitsgraden 15, 14, 
18, indem man auf (Fig. I, 28) den Schenkeln von <y die Strecke 
/SX= ÄF macht, dann den Kreis X(XY) beschreibt, der SX in ü und 
F trifft, und dann, ohne XF zu ziehen^ die Konstruktionen § 12a, § 13a, 
§ 14a für ^UXY bzw. ^ VXY, anstatt für ^XSY ausführt. 




Fig. I, 28. 



IL Absclmitt. 
Teilung der Strecke. 

§ 1. Die Strecke BC = a in n gleiche Teile zu teilen. 

1. Klassische Konstruktion (Fig. 11, 1). — „Man trägt auf einer 
beliebigen durch B gehenden Geraden von B aus n gleiche Strecken q 
hintereinander ab, verbindet den letzten Endpunkt B^ mit C und zieht 
durch die übrigen die Parallelen zu B^C. 

Die Gerade BB^, das Abtragen der n gleichen Strecken und die Ver- 
bindungslinie B^C erfordern op : [(JR^ + B^) + n{C^+ G^) + (2iii + B^\ 
Die Parallelen erhält man am einfachsten 
dadurch, daß man mit Hilfe der Kreise 
J5i(p), B^{q) ... B^_^{q) in den Punkten 



B^y JBj 



'2? 



B„ 



an BB„ Winkel 




= <^ BB^C anlegt. Zu diesem Zwecke 
beschreibt man noch den Kreis B^{q)j 
der B^C in D„ trifft [C^+ C^], Dann 
beschreibt man um 

mit dem Radius B^_^D^ Kreise, welche 
die Kreise um B^^ B^, B^, . . . J5„_i auf 
der dem C zugewandten Seite von BB^ ^ 
in Dl, Dg, Dg, . . . D„_i schneiden 

[2 Ci + (w - 1) (Gl + Ca)],' Fig. n, 1. 

und zieht d^e Verbindungslinien 

A A, ^* A, A A, . • . -B«_i-D.-i[(« - 1) (2-Bi + B,)l 
Als einfachstes Gesamtsymbol ergibt sich hiemach 

op : [(2w + l)iJi+ (w+ 1)R^ + 2(w+ 1)Q + 2MC2] 

= [7w + 4; 4>i + 3] [(w + 1) Gerade, 2« Kreise]. 
Es wird also die 

BeuBch, Geometrographie. 2 
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3 -Teilung mit S= 25 (4 Gerade, 6 Kreise), 

5 „ „ S = 39 (6 Gerade, 10 Kreise), 

6 „ „ Ä = 46 (7 Gerade, 12 Kreise), 
15 „ „ S = 109 (16 Gerade, 30 Kreise) 

vollzogen. 

Man sieht, daß das klassische Verfahren, die Teilung vermittelst des 
Zirkels und des Lineals vorzunehmen, bei' einigermaßen beträchtlichem n 
sehr umständlich ist und geringe Wahrscheinlichkeit für die Genauigkeit 
der Zeichnung bietet. 

2. Konstruktion (Fig. II, 2). — „Mit beliebigem Radius Q>~ 

beschreibe man die Kreise B{q) und C((^), welche sich in B^ und ^/ 

schneiden [2 (7i + 2 C^], und ziehe BB^ 
^?^-^ [22?!+ iJg]. Auf dieser Geraden trage 
man von B^ aus die Strecke q noch 
(n - 2) mal ab [(n-2) (C^ + Ci)].*) Der 
letzte Endpunkt heiße B^_^, Man 
ziehe B^^^B^, welche 5 C in X trifft. 
Die Strecke CX ist der n^ Teil von 
BC, erhalten durch 




Fio-. II, 2. 



op : [4J?i + 2i?2 + nCi + nCJ 
== {2n + 6; w + 4) (2 Gerade, n Kreise), 

Um nun die Konstruktion zu voll- 
enden, trage man die Strecke CX von 
X aus auf CB noch (n — 2) mal ab 

so daß die w- Teilung durch 
op : [4B, + 2R^+(2n - 1)C,+ 2(n - 1)(7,] 

(4w + 3; 2n + 3) (2 Gerade, 2{n — 1) Kreise) 

Q und jBi?„_i==(w-l)(>, 



vollzogen ist." 

Beweis: Da CB^'/IBB^_^, ferner ÜJ5/ 
so ist 



*) Das Abtragen von Strecken wird in der Praxis vermittelst des Handzirkels 
bewerkstelligt. Die Operation: „Einsetzen einer Zirkelspitze auf eine Linie, während 
die andere Spitze schon eingesetzt ist und die Zirkelöffnung beibehalten wird" und 
die Operation C^ : „Einsetzen einer Zirkelspitze in isinen Punkt, während die andere 
Spitze schon eingesetzt ist" können für die Beurteilung der Genauigkeit offenbar 
nicht als gleichwertig betrachtet werden. Der Gebrauch des Hand^irkels würde also 
für diesen speziellen Fall die Einführung eines neuen Symbols nötig machen. Wir 
schließen denselben daher aus. 



§ 1. Die Strecke BC==a in n gleiche Teile zu teilen. 
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BC 
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, od 



CX- 



daher 



BC. 



Diese Methode liefert die 

3-Teilung mit S = 15 (2 Gerade, 4 Kreise), 

5 „ „ Ä = 23 (2 Gerade, 8 Kreise), 

6 ^, „ S = 27 (2 Gerade, 10 Kreise), 
15 „ „ Ä = 63 (2 Gerade, 28 Kreise). 

Der Weg zur Bestimmung des Punktes JB*,_i kann meist noch ah- 
gekürzt werden, indem man z. B. für n = 9 auf der Geraden BB^ von B^ 
aus hintereinander die Strecken q, 2q^ 4() abträgt, anstatt 7 mal die 
Strecke q. 

Die Strecke CX=|a erhält man (Fig. II, 3) mit Ä=12 (2 Gerade, 
3 Kreise), die Strecke CY = ja mit 
S=1G (2 Gerade, 5 Kreise). Kon- 
struiert man X und Y zugleich und 
halbiert XY= ^^a, so hat man gleich- 
zeitig |a, |a, ^^a mit S = 2i) (4 Ge- 
rade, 7 Kreise). 

Fügt man zur Konstruktion des 
Punktes X die Gerade B^^B^' hinzu, 
welche BC in halbiert, so erhält 
man OX=\a mit Ä = 15 (3 Gerade, 
3 Kreise). 

Noch seien die beiden folgenden 
einfachen Konstruktionen von ^a und 
ja angemerkt. 

3. Konstruktion der Strecke ^a 
(Fig. n, 3a). — „Man beschreibe B{a) 
[2C,+ C,l ferner C(a)[C\+ C^l der BC 
noch in E schneidet, dann E(2a) [2 C^ -f- C^] 
der BC noch in F, und B(a) in G und 
G' trifffc, und ziehe GG'[2E^ + R^], welche 
BC in H trifffc. Dann ist i?Ä = { 6?, denn BH 
ist die dritte Proportionale zu BF = Aa 

und ^(? - ö, also 5JI= -- = %." 
op : (2il, + iJ, + 5C, + 36',) = (11 ; 7) 



(1 Gerade, 3 Kreise). Fig. II, 8 a. 
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Die klassische Konstruktion durch Halbierung von BC und von — 
hat das Symbol 

op : (4i?i + 2i?2 + 3Ci + 3C2) - (12; 7) (2 Gerade, 3 Kreise). 

4. Konstruktion der Strecke \a (Fig. II, 3b). — „Man beschreibe 
B{a) und C(a)\^iC^+ 2C^j welche sich in D und D' schneiden, ferner 

B{a)\C^+ Cg], welcher B{a) in M trifft, und 
M{a)\C^-Y C2], welcher 2) (a) außer in jB noch 
in B' trifft. Schließlich ziehe man die Gerade 
B'D' [2i?i + B^. Diese schneidet von BC ein 
Drittel ab." 

op : {2B, + iJ, + 5Ci + 4A) =- (12; 7) 

(1 Gerade, 4 Kreise). 

Zieht man hierbei, nachdem D(a) be- 
schrieben ist, noch die Mittelsenkrechte DD' 
\2B^-\-B^l welche D{a) in JV^ trifft {N zwi- 
schen D und IX), und beschreibt, nachdem 
M{a) beschrieben ist, ohne die Spitze von M 
abzuheben, noch den Kreis M{MN)\C^ + C^j so 
erhält man (vgl. II § 8, 5) gleichzeitig j, -|-, \ und 
den goldenen Abschnitt von BC durch 




Fig. n, 3b. 



op : (4jRi + 2 J?2 + 6Ci + 5C2) - (17; 10) (2 Gerade, 5 Kreise). 



§ 2. Eine Strecke BC hamionisclL im Verhältnis m : n zu teilen. 

1. Klassische Konstruktion. — „Man ziehe durch B und C zwei 
beliebige Parallele \^B^-\- 2B^-\- bC^ + ^C^, Auf der einen trage man 
die Strecke JSD = m[3Ci + Cg], auf der anderen CE = n und CF=^n 
ab [3(7i + C^] und ziehe DE und DF[4:R^+2B^l Diese treffen jBC 
in den gesuchten Teilpuukten A und ^'." 

op : (7i?i + 41?2 + 11 Ci + 5(72) == (27; 18) (4 Gerade, 5 Kreise). 

Diese Konstruktion läßt sich in folgender Weise abändern, wodurch 
sie für die Vereinfachung des Symbols zusammengesetzter Aufgaben sehr 
wertvoll wird und hierin sogar die geometrographische Konstruktion 2. 
nicht selten übertrifft. 

la. Konstruktion. — „Man ziehe (Fig. II, 4) durch B eine beliebige 
Gerade [JR^ + JRg] ^^^ beschreibe die Elreise B{m), B(n) und G(n) 
[(3Ci + Cg) + (3Ci+ Cg) + (O1+ Cj)]. Die Gerade werde von B(m) in 
D und jB, von B(n) in F geschnitten. Während die Spitze in C bleibt, 
nehme man dann CB in den Zirkel [CJ, beschreibe F(CB)[Ci+ C2], 
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welcher C(n) in G schneidet (F und G auf derselben Seite von BC), 
und ziehe l)6r und EG[4:Bi+ 2B2]. Diese treffen BC in den gesuchten 
Teilpunkten." 

Beweis: BFGC ein 
Parallelogramm . 

op:(5Üi+3i?3+9Ci+4C2) 

«(21; 14) (3 Gerade, 

4 Kreise). 

Ist nur einer der Teil- 
punkte gesucht, so fällt 
entweder DG oder EG 
fort, und man kommt mit 




Fig. n, 4. 



op : (3i?i +2R^+9C^ + AC^) aus. 

Die klassische Konstruktion führt zur geometrographischen, wenn 
man nicht beliebige durch B und C gehende Parallele, sondern solche 
benutzt, welche mit BC Winkel von 60® bilden. Dann braucht keine 
derselben wirklich gezogen zu werden. 

2. Geometrographische Konstruktion. — (Lemoine.) „Man be- 
schreibe (Fig. II, 5) B(m) [3 Ol + C^], der BC im Sinne BC in D schneidet. 
Dann beschreibe man I){m)[Ci-\- C^], der JB(m) in E schneidet, dann 
C(n)[5C,+ C^l der BC im 
Sinne BC in F und in G 
schneidet. Man ziehe feraer 
F(n) und G(n)[2C^+2C,]', 
der erstere möge C(n) in H, 
der letztere in J schneiden 
(H und E auf derselben, H' ^ 
und J auf entgegengesetzter 
Seite von BC). Schließlieh H-~a_ 




Fig. n, 6. 



ziehe man 

EH und EJ[4:E^+2E^]. 
Diese treffen BC in den gesuchten Teilpunkten Ä und JL'." 

Beweis: <^ EBB = HCF ^ GCJ^ 60®, daher Jff Durchmesser in 
C(w) und BEI/JH, 

op : (42?! + 2i?2 + 9(7i -f öCg) = (20; 13) (2 Gerade, 5 Kreise). 

Ist nur einer der Teilpunkte verlangt, so fallen entweder F{n) jind 
EH oder G{n) und EJ fort, und es genügt 

op : (2 El -f i?2 + 8C1 -f 4Cy = (15; 10) (1 Gerade, 4 Kreise). 




22 n. Abschnitt. Teilung der Strecke. 

ja rt 

Ist eine der gegebenen Strecken, etwa m > -r-, so kann man, um die 

Parallelen durch B und G festzulegen, die Konstruktion I, § 5, 2 benutzen 
und den Einfachheitsgrad 19 erreichen. 

3. Partikuläre Konstruktion. — „Man beschreibe (Fig. 11, 6) B{m) 
und (7(m), welche sich in P und Q schneiden [(3Ci+ Cg) + {C^+ C^\ 

und C{n) [3 C^ + Cg]. Dann ziehe man 
CQy welche C{n) in E und F schnei- 
det [2jRjL+i?2], und ziehe FE und 
TF\4:B^ + 2 JKg]. Diese treffen BG in 
den gesuchten Punkten." 

Beweis: BP und QG sind pa- 
rallel. 

op : (6i?i -f- 3i?2 + 7Ci+ 3Cj) 

ji. jj g = (19; 13) (3 Gerade, 3 Kreise). 

Anmerkung. Führt man für 
^w -j- n > a die Teilung nach dem Satze aus: „Die Halbierungslinien eines 
Dreieckswinkels und seines Nebenwinkels teilen die Gegenseiten im Ver- 
hältnis der Anseiten*^, so kommt man, ökonomisch vorgehend, auf das 
Symbol 

op : (6jRi + 3 jRg + 9Ci + öCg) = (23; 12) (3 Gerade, 5 Kreise). 

Diese Konstruktion erfordert also, obwohl sie nur partikulär ist, 
einen Kreis mehr, als die vereinfachte klassische, allgemeine Konstruk- 
tion la. 



§ 3. Zu 3 Punkten Aj B, G den 4*®'* harmonisclLen, dem A zu- 
geordneten zu konstruieren. 

Die klassische, auf der Eigenschaft des vollständigen Vierseits be- 
ruhende Konstruktion hat das Symbol 

op : (9^1 + 6B^) = (15; 9) (6 Gerade). 

1. Geometrographische Konstruktion. — (Nach 2. der vorigen 
Aufgabe.) „Man beschreibe (Fig. II, 7 u. Fig. II, 8) B{BA) und A(BA) 
l(2G^+ G^) + (Gi+ G^yif welche sich in E schneiden, dann G{GA) 
[2(7i-f G^], der BG noch in F (Fig. II, 7) oder in G (Fig. II, 8) trifft, 
je nachdem A innerhalb oder außerhalb BG liegt. Im ersteren Falle be- 
schreibe man dann F{GA), der G{GA) in if trifft {E und H auf derselben 
Seite von BG), im letzteren beschreibe man G(CA), der G(GA) in J 
trifft {E und J auf entgegengesetzter Seite von BG) [C^ + Cg]. Dann 



§ 3. Zu 3 Punkten J., 5, C den 4*«» harmonischen usw. 



23 



ziehe man EH bzw. EJ[2R^ + R^]. BC wird von EH bzw. -£«7 in d^m 
geßucbten Punkte getroffen." 

op : (2i?i +R^+6C^+ 4C2) = (13; 8) (1 Gerade, 4 Kreise). 

2. Geometrographische Kon- 
struktion. — (Nach 3. der vorigen 
Aufgabe.) — „Sei BÄ > CA. Man be- 
schreibe (Fig II, 9 u. Fig. n, 10) B(BÄ) 
und CiiBA) [(2 C, + C,) + (C, + C,)l 





Fig. II, 7, 



Fig. n, 8. 



welche sich in P und Q schneiden, 
nehme, während die Spitze in C bleibt, 
CA in den Zirkel und beschreibe C{CA) 
[C1+C2]. Dann ziehe man QC[2B^+ jRJ, 
welche von C(CA) in E und F ge- 




Fig. II, 9. 




schnitten wird (P und F auf derselben Seite von BC), und ziehe PF 
(Fig. n, 9) oder PE (Fig. II, 10), je nachdem A innerhalb oder außerhalb 
BC liegt [2Pi+ JRg]. Dann wird BC von PJF bzw. von PE in dem 
gesuchten Punkte getroffen.^^ 

op : (4Pi + 2R^ + 4Ci + 8(73) = (13; 8) (2 Gerade, 3 Kreise). 
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§ 4. 2u drei Strecken m, w, 2? die 4*® Proportionale x zu konstruieren; 

Da w und p miteinander vertauscht werden können, so setzen wir 
bei dieser Aufgabe stets w<|) voraus. 

A. Klassische Lösungen. 

1. Klassische Lösung (nach dem Proportionalsatz). — ,,Man ziehe 
2 beliebige Gerade mit dem Schnittpunkt ü und trage auf der einen 
iJ J. =- m und JJ JB = w, auf der anderen ü (7 = p ab [2 üfg + 3 (3 Oj + C^\ 
Dann ziehe man AG und durch 5 zu J.C die Parallele, welche B.C 
in D schneidet. Wird die Parallele nach I, § 7, 5 konstruiert, so ist es 
unnötig, AC wirklich zu ziehen, und die Parallele erfordert op : [2 i?i + J^a 
+ 50i + 2C3]. Man erhält als Symbol 

op : (2i?i + 3^2 + 14Ci + 5C2) = (24; 16) (3 Gerade, 5 Kreise)." 

2. Klassische Konstruktion (nach dem Sekantensatz). — „Man ziehe 
2 beliebige Gerade mit dem Schnittpunkt JB, trage auf der einen jB J. = m^ 
auf der anderen RB ^ n und RC ^ p ab [2R^+3(3C^+ C^)] und lege 
durch A, JB, C den Kreis [3 (G^ + G,) + 2 (2R, + R,) + I2G, + G,)]. 
Schneidet dieser AR in D, so ist RD = a?. 

op : (4i?i + 41^2 + 14Ci + 7O2) - (29; 18) (4 Gerade, 7 Kreise)." 

Diese Konstruktion läßt sich nicht unerheblich vereinfachen, wenn 
man die eine Hilfsgerade wegläßt, bis sie nötig wird, und folgender- 
maßen verfährt. 

„Man ziehe eine beliebige Gerade und trage auf derselben RB = n 
und RG^p ab [J?2 + 2(3Ci + ^2)]? l®g® durch B und C einen hin- 
reichend großen Kreis Tc[S(Ci+ G^)] und beschreibe R(m)\_iG^+ C^], der 
Je in A schneidet. Schließlich ziehe man AR[2R^-\- R2], welche Je in 
D trifft. Dann ist RD = x,'' 

op : (2R^ + 2R, + 12G^+ 6G^) = (22; 14) (2 Gerade, 6 Kreise). 

B. Geometrographische Lösungen. 

Die bis jetzt bekannten geometrographischen Lösungen haben die 
Einfachheit 21. Aber auch die klassische Lösung J., 2 läßt sich so um- 
gestalten, daß sie mit S = 21 ausführbar ist, wenn die Strecke p wirklich 
gezeichnet vorliegt, also nicht nur durch ihre Endpunkte bestimmt ist. 

1. Geometrographische Konstruktion (nach -4,2). — „Man be- 
schreibe (Fig. 11, 11) einen beliebigen, aber hinreichend großen Kreis ^[Cg] 
und um irgendeinen Punkt B von k den Kreis B(n) [3Ci-|- Cg]- Dann 
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schneide man n von p ab [C^+ Cj], beschreibe 5(2) — w)[3C!t+ Cj], der 
Z; in C schneidet, und ziehe J5C[2JRj + JSg], welche J5(n) in B trifft 
(iZ außerhalb 5C). Dann ist RG =^ n + (p — n) ^ p. Ferner beschreibe 
man JB(m) [3Ci+ Qj]? der k in Ä schneidet, und ziehe schließlich 
RÄ[2I{^ + R^l Ist D der Schnittpunkt von RA und it, so ist RD - ;r." 

op : (4iJi + 2jR2 + lOCi + öOa) - (21; 14) (2 Gerade, 5 Kreise). 

2. Geometrographische Konstruktion. 
Dieselbe beruht auf dem Satz: 

„Ist in dem Umkreise des tüÄBC (Fig. II, 12) die Sehne ÄI)//BC^ 
so wird jede durch A gehende Gerade von BG (oder ihrer Verlängerung) 




T'^ 




71 »- 



Fig. n, 11. 



Fig. II, 12. 



und dem Kreise in X bzw. Fso geschnitten, daß AX'DY=AB'AG ist." 
Beweis: Verbinde B mit D und Y, Dreieck ABX^ DYB und 
DB==AC. 

(Tarrj.) „Man beschreibe (Fig. II, 12) mit beliebigem Radius, der 
aber größer sein muß als die Hälfte der größten von den Strecken m, n^p, 
einen Kreis [Cg], bestimme in demselben die Punkte A., B, G, 2), Y so, daß 
Sehne AB^n[iC^+G^], SeYme AG ==p[aC,+ G^], Sehne jBD=p[Ci+(7J, 
Sehne Dr=m[3 G^+ G^] ist, und ziehe die Geraden BG und AY12{2R^+R^)] , 
welche sich in X schneiden. Dann ist AX = a;." 

op : (AR, + 2^2 + lOCi + öCg) == (21; 14) (2 Gerade, 5 Kreise). 



C. Partikuläre Lösungen. 

Ist in Fig. II, 12 AXJ_BG, so ist DY Durchmesser und der in 
B, 2 angeführte Satz läßt sich dann so aussprechen: 

„In jedem Dreieck ist das Produkt aus 2 Seiten gleich dem Produkt 
aus der Höhe zur dritten Seite und dem Durchmesser des Umkreises, 
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Fig. II, 13. 



oder gleich dem Produkt aus der doppelten Höhe zur dritten Seite und 
dem Radius des Umkreises." 

Aus diesem Satze ergibt sich das folgende, sehr einfache Verfahren, 
welches aber Toraussetzt, daß 2m >p. 

1. Partikuläre Konstruktion (Fig. II, 13). — (Lemoine.) „Man 
beschreibe einen Kreis 0{m) [2Ci-\- Cg]. Um irgendeinen Punkt B von 

0(m) beschreibe man B(n) l^C^+C^], der 0(m) 
in Ä schneidet, beschreibe ferner ^ (^) [3 (7i+ Cg], 
der 0{m) in C schneidet, und schließlich 
C(p)[C^+ Cg], der B(n) in D trifft. Dann ist 
ABj welche nicht gezogen zu werden braucht, 
die gesuchte Strecke x.'^ 

Beweis: AB ist die doppelte Höhe des 
Dreiecks ABC und OA Radius des Umkreises. 

op : (9(7i + 40,) = (13; 9) (4 Kreise). 

Diese Konstruktion ist also mit dem Zirkel 
allein ausführbar (eine sogen. Mascheronische). 
Lehrsatz: „Haben 2 Kreise 0(m) und 
OXp) die Punkte A und B gemein , so wird 
jede durch A gehende Gerade von den Kreisen 
in X bzw. X' so geschnitten, dass BXiBX' ^m:p}^ 

Beweis: Die Winkel BOX und BO'X' sind beide ^^2BAX' 
daher die gleichschenkligen Dreiecke BOX und BO'X' ähnlich. 

Dieser Satz liefert die folgende sehr einfache Konstruktion, welche 
2m > w voraussetzt, also auch noch anwendbar ist, wenn 2m zwischen p 
und n liegt. 

2. Partikuläre Konstruktion (Fig. II, 14). — (ßüntsche.) „Um 

die beliebigen Punkte und 0' beschreibe 
man die Kreise 0{m) und 

0'(P)[2(2C,+ C,)], 

die sich in A und B schneiden. Dann 
beschreibe man B{n)\^C^+ C^, der 0{m) 
in X schneidet, und ziehe AX\2B^ + R2\, 
welche 0'(i)) in X' trifft. Dann ist 5X'=^." 

op : {2B, + B, + 7^ + 30^) == (13; 9) 

(1 Gerade, 3 Kreise). 

Lehrsatz: „Rücken 2 Punkte auf 
2 konzentrischen Kreisen derart fort, daß 
ihre gegenseitige Entfernung dieselbe bleibt, so verhalten sich die durch- 
laufenen Bogen wie die Radien/^ 







Fig. n, 14. 



Hierauf gründet sich folgende 



§ 5. Zu zwei Starecken m und n die 3** Proportionale x zu konstruieren. 27 

3. Partikuläre Konstruktion (Fig. II, 15), die unter Umständen 
mit Vorteil zu verwenden ist, obwohl sie einen um 1 höheren Einfachheits- 
koeffizienten besitzt als 1. und 2. 

(Mascheroni.) „Man beschreibe um den beliebigen Punkt die 
Kreise 0(m) [2C^+ C^] und 0(p)[iC^+C^l 
dann um den beliebigen Punkt Ä von 0(rn) 
den Kreis Ä(n) [SC^+ C^], der 0(m) in B 
schneidet, ferner um Ä und B mit beliebigem 

Radius 9 {^^T^* die Kreise ä{q) und B(q) 

£02 + (Gl +(72)], welche 0(p) in X bezw. Y 
treffen (X und Y durch die Durchmesser OÄ 
und 0J9 getrennt). Dann ist XY die gesuchte 
Strecke/' 

Beweis: Wegen ÄX = BY = q ist 
^ÄOX^BOY, daher <^J.05=X0r, also 
AäOB^XOY. 

op : (9 Gl + 5C2) = (14; 9) (5 Kreise). Fig. n, 15. 

Diese Konstruktion setzt 2m >n voraus. 

Ist der Abstand der beiden Kreise 0(m) und 0(p) kleiner als n, so 
kann man q ^ n nehmen und den 2^^ Kreis um Ä sparen. Dies ist der 
Fall, wenn außer 2m > n noch die Bedingung p + w>w>p — n erfüllt 
ist. Das Symbol reduziert sich dann auf 

op : (9Ci + 4C,) = (13; 9) (4 Kreise). 







§ 5. Zu zwei Strecken m und n die 3*® Proportionale x 
zu konstruieren; m \ n -= n \ x. 

Es ist herkömmlich, zur Lösung dieser Aufgabe entweder die Lösung 
J., 1 oder -4, 2 der vorhergehenden Aufgabe für 2? = w zu spezialisieren, 
oder einen der Sätze anzuwenden: 

„Im rechtwinkligen Dreieck ist 

a) die Höhe mittlere Proportionale zwischen den Abschnitten der 
Hypotenuse, 

b) jede Kathete mittlere Proportionale zwischen der ganzen Hypo- 
tenuse und dem anliegenden Abschnitte derselben.^^ 

Bei den Konstruktionen A, 1 vmd A, 2 kommt fürp = w der Kreis 22 (p) 
in Wegfall, wodurch sich dife Einfachheit derselben auf 24 bzw. 25, oder, 
wenn man die dort angegebenen Vereinfachungen anbringt, auf 20 bzw. 
18 reduziert. 

Die auf dem Satze a) beruhende Konstruktion, welche, nach der 
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n. Abschnitt. Teilung der Strecke. 



gewöhnlichen Vorschrift ökonomisch ausgeftlhrt, S = 28 ergibt, kann 
(nach Fig. ü, 16) durch 

op : (8i2i + öiJ, + 7 Ci + 3 Cj) = (23; 15) (5 Gerade, 3 Kreise) 

ausgeführt werden. 

Nach dem Satze b) kann man für m>n (Fig. II, 17) durch 

op : (4i?i + SiJa + 9Ci + 4C2) = (20; 13) (3 Gerade, 4 Kreise), 

für >M < n (Fig. 11, 18) durch 

op : (6i?i + 4Bg + 7C, + 3C2) = (20; 13) (4 Gerade, 3 Kreise) 

2 

zum Ziele kommen.*) 





Fig. n, 16. 



Fig. II, 17. 




Fig. II, 18.1 5 




Fig. II, 19. 



1. Geometrographische Konstruktion. — Man erhält dieselbe, 
indem man die geometrographische Konstruktion 2. der 4*®** Proportionalen 

*) In den Figuren II, 16, II, 17, II, 18 sind die Hilfslinien nach der Reihe, in 
welcher man sie zu ziehen hat, um die angegebenen Symbole zu erhalten, mit 
Ziffern versehen. 



§ 5. Zu zwei Strecken m und n die 3*" Proportionale x zu konstruieren. 29 

für jp = n ausführt. Der der letzteren zugrunde liegende Satz läßt sich 
für äB=^äG so aussprechen: 

c) „Jede durch die Spitze A des gleichschenkligen Dreiecks ABC 
gehende Gerade wird von der Basis BC und dem Umkreis in X 
bzw. Y so geschnitten, daß AX - AY ^ AB^ ist^^, 
und die Konstruktion der 3**^ Proportionalen gestaltet sich hiernach 
folgendermaßen : 

(Tarry.) „Man beschreibe (Fig. II, 19) mit beliebigem Radius, der 
aber größer sein muß als die Hälfte der größten von den Strecken m 
und w, einen Kreis [CJ, bestimme in demselben die Punkte J., B, C, Y 
derart, daß Sehne AB = AC =^ n\^C^+ C^'\, Sehne AY = m\^C^+ C^'\ 
ist, und ziehe die Geraden BC und AY\AiB^+ 'iB^y welche sich in X 
schneiden. Dann ist ^ X « x.'^ 

op : (4jBi + 2i?2 + 6Ci + 30^) = (15; 10) (2 Gerade, 3 Kreise). 

Die geometrographische Lösung 1. der ^^ Proportionalen versagt 
für p = w. 

Ist die Bedingung 2m > w erfüllt, so erhält man nach der partiku- 
lären Konstruktion 2, der 4*®** Proportionalen folgende sehr einfache 

2. Partikuläre Konstruktion (Fig. II, 20). — (Güntsche.) „Um 
den beliebigen Punkt beschreibe man den Kreis 0{m)\2C^+ C^ und 
um den beliebigen Punkt .0' von 0{m) den Kreis 0'(w) [3Ci+ Cg], 
welcher 0(m) in A und B schneidet. Dann ziehe man A0'\2B^+ B^^ 
welche 0\n) in X' trifft. JSX', welche 
nicht gezogen zu werden braucht, ist 
die verlangte 3*® Proportionale." 




.&_ 




Fig. n, 20. 

Eine zweite partikuläre Lösung, die ebenfalls 2m > w voraussetzt und 
die Einfachheit 10 besitzt, ergibt sich aus dem Satze: 

d) „Schneidet man von einem gleichschenkligen Dreieck von einer 
Basisecke aus ein demselben ähnliches ab, so ist die Basis des 
gegebenen mittlere Proportionale zwischen dem Schenkel des 
gegebenen und der Basis des abgeschnittenen Dreiecks." 
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3. Partikuläre Konstruktion*) (Fig. II, 21). — „Um den be- 
liebigen Punkt C beschreibe man den Kreis C(m) [2 C^ + Cg] und um 
den beliebigen Punkt M von C{m) den Kreis Jf(/^)[3C\+ Cg], welcher 
C(m) in B schneidet. Dann ziehe man -BC[2jBi + JBg], welche M(n) in 
D schneidet. BD ist die verlangte Strecke." 

op : (2R^ + i?2 + 5Ci + 2C2) = (10; 7) (1 Gerade, 2 Kreise). 

Sind a, &, c die Seiten des A ABC 
und ist c<2a, so erhält man nach 3. 

c* 
die Strecke — auf folgende Weise schon 

mit 5=8. "* 

3a. Partikuläre Konstruktion 
(Fig. II, 22). — (Bernes.) ;,Man be- 
schreibe die Kreise C(a) und B(c) 
^C [4Ci+ 262], welche sich in M schnei- 
Fig. U, 22. den, dann den Kreis M{c) \C^ + C^j der 

BG \m Sinne BC in D trifft. Dann ist 

-BD = *' , denn die gleichschenkligen Dreiecke BCM und BMD sind 

ähnlich." 

op : (5Ci + 3(72) = (8; 5) (3 Kreise). 

Ist a die größte Seite des Dreiecks, so kann durch diese Konstruk- 
tion sowohl — als auch — gefunden werden (vgl. V, § 9). 



§ 6. Zu zwei Strecken m und n die mittlere Proportionale x 
zu konstruieren; m : x = x : n. 

Wir setzen w > w voraus. 

Gewöhnlich wird einer der bei der vorhergehenden Aufgabe unter 
a) und b) angeführten Sätze oder der Sekanten -Tangentensatz angewandt. 
Geht man ökonomisch zu Werke, so führen diese 3 Sätze der Reihe 
nach zu den Symbolen 

op:(42?i+3i?2 + llCi + 5C2)=<23; 15) (3 Gerade, 5 Kreise), 
op : (42?i + 3 JB2 + lOCi + 0^2) = i^^', 14) (3 Gerade, 5 Kreise), 
op : (AR, + 3 JBg + 11 Ci + eCa) = (24; 15) (3 Gerade, 6 Kreise) . 

Eine einfachere Lösung ergibt sich aus dem Satze c) (vorhergeh. 
Aufgabe) : 

*) Vgl. die Bemerkung zu 1. und 2. der nächsten Aufgabe. 



§ 6. Zu zwei Strecken m und n die mittlere Proportionale x usw. 



31 



Konstruktion (Fig. 11, 23). — „Um den Punkt Ä eines beliebigen^ 
aber hinreichend großen Kreises ^[Cg] beschreibe man die Kreise Ä(m} 
und A(n) [{3C^ + C^) + (3C^+ C^)]. Ä(m) schneide fc in -B und C. Man 
ziehe AB und AC[4:Bi+ 2Bi], welche A{n) 
innerhalb Je in D bezw. E schneiden, und ziehe 
DE [2JBi + JBg], welche fc in X trifft. AX ist 
die gesuchte mittlere Proportionale." 

op : (6J?i + SEg + 6Ci + SQ = (18-, 12) 

(3 Gerade, 3 Kreise). 

Die Anwendung des Satzes d) führt 
zu der 

1. Geometrographischen Konstruk- 
tion*) (Fig. n, 24). — „Man ziehe eine Ge- 
rade glB^'] und beschreibe um den Punkt B 
derselben den Kreis B(m)[SC^+ C^], der g 
in C schneidet. Dann trage man auf CB 
das Stück CB^n ab [3C1+C3], nehme, 

während die Spitze in (7 bleibt, CB-^m wieder in den Zirkel [C,] und 
trage auf g von D aus nach C hin das Stück DE ^^ m ab [Q + Cg [► 
Schließlich beschreibe man den Kreis 
E(m)[C^+ CJ, der B{m) in F trifft. 
Dann ist FC = FD die gesuchte 




Fig. 11, 23. 





Fig. n, 24. 



Fig. n, 25. 



mittlere Proportionale.^^ 

op : (i?2 + 9 Ci + 4C2) = (14; 9) (1 Gerade, 4 Kreise). 
Indem man den Kreis E{m) durch die Mittelsenkrechte JvonJ CD 



*) Die beiden Konstruktionen 1. und 2. sind nicht neu. Die 1^* ifindet sich 
— von einem kleinen graphischen Unterschiede abgesehen — schon in Snell» 
„Planimetrie", 1841, und in geometrographischer Gestalt in J. K. Beckers „Ele- 
mentargeometrie", 1877. Die 2** ist nach einer Bemerkung von Herrn J. Mackay 
(Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, 1893) schon 1684 von Thomas 
Struve in einem Briefe an Wallis mitgeteilt worden, der dieselbe 1685 in seinen 
„Treatise of Algebra" aufgenommen hat. 



92 H. Abschnitt. Teilung der Strecke. 

ersetzt^ kann man mit derselben Einfachheit auch folgendermaßen 
verfahren. 

2. Oeometrographische Konstruktion*) (Fig. 11, 25). — ,,Man 
ziehe eine Gerade glB^] und beschreibe um den Punkt -B derselben den 
Kreis -B(m)[3Ci+ Cg], der g in C schneidet. Dann beschreibe man um 
C den Kreis C(n)[ßC^-{- Cg], der BC innen in D trifft, und den Kreis 
2)(w)[Ci+ Q]. Sind G und 6r' die Schnittpunkte der Kreise C(n) und 
i)(w), und zieht man GG'[2R^ + B^], welche B(m) in F trifft, so ist 
FC = jFZ) die gesuchte mittlere Proportionale." 

op : (2 JRi + 2 JBg + 7 Ci + 3 C^) = (14; 9) (2 Gerade, 3 Kreise)." 



§ 7. Die Strecke J3 (7= a so zu teilen, daß das Beohteok aus den 
Teilen einem gegebenen Quadrate p gleich wird. 

a) Innere Teilung. 

1. Klassische Konstruktion. — „Man errichte auf BC in B die 
Senkrechte BD = f, ziehe zu BC durch D die Parallele, beschreibe über 
BC als Durchmesser den Halbkreis, der die Parallele in E schneidet, und 
fälle EF±BC, Der Punkt F genügt der Aufgabe." 

Verfährt man nach dieser Vorschrift in der gewöhnlichen Weise, so 
kommt man auf 

op : (8JRi + 4JB3 + I6O1 + 13^2) ^ (41; 24) (4 Gerade, 13 Kreise). 

Diese allgemein übliche Konstruktion ist für die wirkliche Ausfüh- 
rung sehr schlecht**), denn sie verlangt nicht weniger als 1 Dutzend 
überflüssiger Hilfslinien. Zunächst ist die zur Konstruktion der Parallelen 
dienende Senkrechte BD überflüssig, denn würde man den Halbkreis vor 
der Parallelen konstruieren, so würde die ohnehin zu ziehende Mittel- 
senkrechte von BC denselben Dienst tun. Aber auch die Senkrechte EF, 
deren Konstruktion 1 Gerade und 3 Kreise erfordert, kann durch den ein- 
zigen Kreis 0{GE) ersetzt werden, wenn der Mittelpunkt von BC 
und G der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten mit der Parallelen ist, 
denn es ist OE == GF, Das Symbol würde dann übergehen in 

op : (4JBi + 2iJg + 13Ci + SCg) = (27; 17) (2 Gerade, 8 Kreise). 

Obendrein sind auch die Parallele und der Halbkreis überflüssig, denn 
beide dienen nur zur Bestimmung des Punktes E, dessen es aber nicht 

bedarf, weil wegen FG = OE = — der Punkt F durch den einzigen 



Kreis G\^\ festgelegt werden kann. 



*) Siehe Fußnote S. 31. 

**) Bei geometrographischer Yorsicht kann man allerdings den Einfachheits 
grad 30 erreichen. 



§ 7. Die Strecke BC=^a so zu teilen, daß das Rechteck usw. 
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2. Geometrographische Konstruktion*) (Fig. II, 26). — ,;Man 
«iTichte im Mittelpunkte OyouBC die Senkrechte [(2 C^+2 Q) + (2 B^+ B^)] , 
trage auf derselben die Strecke OG^f ab 
[SCi+Cg], nehme, während die Spitze in 
bleibt, OB in den Zirkel [CJ und be- 
schreibe den Kreis G(OB) [C^ + CJ. Wenn 
dieser BC in F s^neidet, so genügt F 
der Aufgabe." 

op:(2JJ,+ I2, + 7Ci + 4C,) = (14;9) Jf 
(1 Gerade, 4 Kreise). 



)( 



Fig. n, 26. 



b) Äußere Teilung. 

1. Klassische Konstruktion. — 
„Man errichte auf BC in B die Senkrechte. 
BD ==•/* und beschreibe um den Mittelpunkt 

von BC mit OD den Kreis, der BC in H schneidet. Der Punkt H 
genügt der Aufgabe." 

op : (AB^ + 2B, + 10C^+7C^) = (23; 14) (2 Gerade, 7 Kreise). 

Auch hier kann man die Senkrechte in 
B durch die ohnehin nötige Mittelsenkrechte 
von BC ersetzen und gelangt so zu der 

2. Geometrographischen Konstruk- 
tion (Fig. II, 27). — (Lemoine.) „Man er- 
richte im Mittelpunkt von BC die Senk- 
rechte 



OG =fi{2C, + 2C,) + (2B, + B,) 

+ (3C,+ 0.)] 

und beschreibe den Kreis 0(GB)[^Ci+ C^l 
der BC in H trifft. H genügt der Aufgabe." 

Beweis: Es ist 
Oi?2==£G^=(J)+f, mithin (0ir+|)(0ir-y) = Bif.Cfi^=/l 

op : (22?! + JR^ + 8Ci H- 4C2) = (15; 10) (1 Gerade, 4 Kreise). 




*) Man findet neben dem klassischen Verfahren auch dieses bisweilen (z. B. in 
Lieher u. v. Lühmann, §139) angegeben, aber ohne Bemerkung üher die hand- 
greifliche, sehr große Überlegenheit bezüglich der wirklichen Ausfahrung. 
Beusch, Oeometrographie. Ü 
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II. Absdmitt. Teilung der Strecke. 



c) Innere und äußere Teilung. 

Für f<.-^ gibt es sowohl einen inneren Teilpunkt, F, als einen 

äußeren, H. Man kann dann F und H gleichzeitig durch Kombination 
der Konstruktionen a, 2 und 6, 2 erhalten. 

Geonietrographische Konstruktion. — „Man führe die Kon- 
struktion a, 2 aus \2B^+ B^ + 1C^ + 4:C^~\. Während die Spitze in (? 
bleibt, nehme man dann GB in den Zirkel [C\] und beschreibe 
0{OB) [Ci + Cg], der BC in H triflft. Die Punkte F und H genügen 
der Aufgabe." 

op : (2 Jii + i?2 + 9^1 + 5C2) = (17; 11) (1 Gerade, 5 Kreise). 



\ 8. Die Strecke BC= a innen und auBen nach dem goldenen 

Schnitt zu teilen. 

Sei X der innere, X' der äußere Teilpunkt. Dann soll 

BX^ =BCCX und gleichzeitig 

BT^^ BC ' CX' sein. 
Setzt man BX = x und BX'^x', so hat man 
für den inneren Teilpunkt x^^ a{a — x\ also x ^ —^b — - , 

für den äußeren Teilpunkt x^= a{a -\- x'), also a;'= yl/ö + -|- • 

1. Klassische Konstruktion (Fig. 11, 28). — „Man halbiere JBCund 

errichte in C auf BC die Senkrechte 

CD = J [4R,+ 2R,+ 6C, + 6C,l 
Dann beschreibe man D(yj [C-^+ Cj], 

ziehe BD[2R^ + R^], welche 1)(-J) 

in E und E' trifft, und beschreibe 
B(BE) und 

B{BE')[{2C,+ C,) + {C,+ C,)l 

BC werde von B{BE) innen in X^ 
von £(££') im Sinne CB in X' 
getroffen. Dann sind X und X' 
die gesuchten Teilpunkte." 

op : (6i?i + 32^2 + lOCi + 8C2) « (27; 16) (3 Gerade, 8 Kreise). 

Sei H der Punkt auf der Verlängerung von CB, für welchen HB 

- ist. Dann ist ITX = irX'= ^ ]/5. Man erhält nun eine Reihe 




Fig. II, 28. 



§ 8. Die Strecke BG = a innen und außen usw. 



35 



von Lösungen*') mit den Einfachheitsgraden 14 bis 17, wenn man die 
Strecke ^ Vö in geeigneter Weise als Hypotenuse eines rechtwinkligen 

Dreiecks mit den Katheten a und ^ bestimmt (Euklids Methode) und 
dann mit dieser Hypotenuse um H den Kreis schlägt, z. B. die beiden 
folgenden Lösungen 2. und 3. 

2. Konstruktion (Fig. II, 29). — „Man beschreibe B(a)[2C^ + CJ, 
der BC noch in (7 schneidet, hierauf C{a)[C^ + C^], der B(a) in J und 
K trifft. Dann ziehe man JK\2B^ + ügl; welche den Mittelpunkt H von 
CB bestimmt. Auf JK schneide man dann HG = a ab [Cj + Q] und 





Fig. II, 29. 



Fig. II, 30. 



beschreibe den Kreis- H(BG)[SCi + Q]. Dieser trifft -BC in den ge- 
suchten Punkten X und X'." 

op : (2R, + i?2 + 7C\ + 4C>) - (14; 9) (1 Gerade, 4 Kreise). « ■ 

3. Konstruktion (Fig. II, 30). — „Mit Hilfe der Kreise B(a) und C{a). 
konstruiere man die Mittelsenkrechte von -BC[2-Ri + iJg + 3Ci, + 2(72]. 
sei ihr Fußpunkt. Dann beschreibe man 0{a){C^ + C^]j der BC im 
Sinne CB in H und die Mittelsenkrechte in JB trifft, und beschreibe 
H{BB)\^C^ + Cg]. Dieser trifft BC m den gesuchten Punkten X und X7' 

op : (2JRi + ^2 + '^ Cj + 4(72) = (14; 9) (1 Gerade, 4 Kreise). ^ 

Die bis jetzt bekannten 4 geometrographischen Lösungen, von welchen 
3 von Herrn Bernes (1893), die 4. von Herrn Güntsche (1903) an- 
gegeben worden ist, verlassen das Euklidsche Prinzip und bestimmen die 



*) Hierzu gehört auch die als Renaldische (1668) bezeichnete . Konstruktion 
(vgl. Zeitschrift f. math.. u. naturw. Unterricht, Bd. XII, S. 97), velche mit der von 
Euklid (Elemente II, 11) gegebenen identisch ist, wenn man diesö ihres deifa Beweise 
dienenden Beiwerks entkleidet. 
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II. Abschnitt. Teilung der Strecke. 



Strecke -^V^ ^^^ Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, in welchem die 
Hypotenuse und die andere Kathete bzw. sind 



«) «1/3 


uud ^yi 


äI«^ 


„ a 


y) a|/2 


>' yV3 


d) 2a 


„ IVi 



[iay-^y-i^lViy-C^Vöf], 

[(«y2)^-(|>/3)^ = (fl/5)'], 

[(2«)^ _(«|/n)=(|y5y]. 



Denkt man sich ein solches Dreieck so gelegt, daß die rechtwinklige 
Ecke auf J3" und die zweite Kathete HM auf die Senkrechte in H fällt, 

so liegen X und X' auf dem mit der 
Hypotenuse um M beschriebenen Kreise. 
4. Geometrographische Kon- 
struktion (das Streckenpaar ß be- 
nutzend). — (Bern es.) „Man beschreibe 
(Fig. n, 31) den Sieis B{^a)[2C^ + C2I 
der BC noch in C schneidet, hierauf 
C\a)[C^ + C2], der B{a) in J und K 
trifft. Dann ziehe man JK[2R^ + B^], 
welche den Mittelpunkt H von (7B be- 
stimmt, und beschreibe S(a) [C^ + Cg], 
der JK in M trifft. Während die Spitze 

da 




Fig. n, 31. 



in H bleibt, greife man HC = -x- ab 

[CJ und beschreibe M (-^j [C^ + Cg]. Dieser Kreis trifft -BC in den ge- 
suchten Teilpunkten X und X'." 

Beweis: 
BX = HX- HB=^ VjÖ? -^W- HB 



"l //3a\2 g a a t/f « 

=y(-2-) -«'-T = Y>^ö-T' 

=yU) -^ +Y = T^5 + y• 
op : (22?i + 2?2 + 6C1 + 4C2) = (13; 8) (1 Gerade, 4 Kreise). 

Für die Schule am besten geeignet scheint mir das folgende Ver- 
fahren 5. zu sein. Dasselbe kann als Modifikation der 3*®^ Bernesschen 
Konstruktion betrachtet werden, bietet aber dieser sowie den 3 anderen 



§ 9. Eine Strecke BC im Verhältnis zweier Ouadrate usw. 
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geometrograpbischen Konstruktionen gegenüber den Vorteil , |daß es der 
Verlängerung von BC nicht benötigt, falls die unverlängerte Strecke BC 
gezeichnet vorliegt und man nur den inneren Teilpunkt braucht. 

5. Geometrographische Konstruktion (Fig. II, 32). — „Man be- 
schreibe B{a) und C{a) [3Ci + 2(72], ^^^ sich in D und D' schneiden, dann 
D(a) [Ci + C2), der B{a) in Jf und C(a) in M' trifft. Dann ziehe man die 




Fig. II, 32 



Mittelsenkrechte DD' von BC[2B^ + E^], welche D(a) in N trifft {N 
zwischen D und D'), und beschreibe M{MN) \2C^ + Cg]. Dieser trifft 
_BC in den gesuchten Punkten X und X'!^ 

op : (2i?i + JR2 + 6C1 + 4C2) = (13; 8) (1 Gerade, 4 Kreise). 

Anstatt die Mittelsenkrechte DD' zu ziehen und dann den Kreis 
M{MN) zu beschreiben, kann man auch (Fig. II, 33) die Gerade BM' 
ziehen, welche B{a) in N' schneidet (N' zwischen B und ilf'), und dann 
den Kreis M(MN') beschreiben. 

Das Symbol bleibt dasselbe. 



§ 9. Biae Strecke BC im. Verhältnis zweier Quadrate, m^ : n^, zu teilen. 

Die in den ausführlicheren Sammlungen für diese Aufgabe neben- 
einander gestellten Lösungen zeigen sehr erhebliche Einfachheitsunterschiede, 
ohne daß es möglich wäre, diese Unterschiede nach dem Wortlaut der 
Lösungen auch nur schätzungsweise zu beurteilen. Wir wollen von den 
in der Sammlung von Lieber und v. Lühmann angegebenen Lösungen 
die 3 ersten miteinander vergleichen, wobei wir die Ausführung derselben 
möglichst ökonomisch zu gestalten suchen. 

1. Klassische Konstruktion. — Sw beruht auf dem Satze: „Im 
rechtwinkligen Dreieck verhalten sich die Höhenabschnitte wie die Qua- 
drate der anliegenden Katheten." — 

„Man schneide auf BC die Strecke BD = m ab [SCj + Cg], errichte 
auf BD in D (nach I, § 2, 3) die Senkrechte [4:R^+2R^ + C^ + C^], schneide 
auf dieser die Strecke DJE=n ab [3Ci -f- Cg]? schlage den Kreis E(n) 
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[Cj + Cg], der den Kreis B(m) noch in F trifft, und ziehe DF und BE 
i4JBi + 2R^, Schneiden sich diese in (?, so ist JB6r : GE == m^ : wl 
Nun teile man BC im Verhältnis BG : G^-E, was nach II 2, la hier durch 

op : [(3Ci + Cg) + 2((7i + Csj) + (2 C^ + C^) + 2 • (2 B^ + JS^)] geschehen 
kann/^ 

Das Gesamtsymbol ist 

op : (12JBi + 6JB2 + 15(7i + SC^) = (41; 27) (6 Gerade, 8 Kreise). 

2. Klassische Konstruktion. — Man benutzt den Satz: „Die 
Quadrate zweier Jvon demselben Endpunkte eines Kreisdurchmessers aus- 
gehenden Sehnen verhalten sich wie die Projektionen der Sehnen auf 
diesen Durchmesser." 

„Man ziehe (Fig. 11, 34) durch B einen beliebigen, hinreichend großen 
Kreis l [Cj + Cg] und die Kreise B{m), B(n) und C{n) [(SCj + C^) 

+ (3 Ci + C,) + (C, + C,)-\. Je werde 
von B(m) und B(n) in X undX', 
bzw. F und F' getroffen. Ferner 
ziehe man BF und 

welche sich in D schneiden mögen. 
Dann ist BF : BD = m^ : n\ (Be- 
weis: Ziehe FF' und von B aus 
in Je den Durchmesser.) Nun teile 
man BC nach II, § 2, la im Ver- 
Fig. II, 34. hältnis BF : BD, wozu hier, da 

C(n) schon gezogen ist, nur noch 
op : [(2 Gl + O2) + (2Ci + Cj) +(2iJi + R,) + (2B^ + R^)] erforderlich ist." 
Als Gesamtsjmbol erhält man 

op : (8B^ +AB^ + 12Ci + 6C2) == (30; 20) (4 Gerade, 6 Kreise). 

3. Klassische Konstruktion. — (Nach dem Proportionalsatz.) 
„Auf der Geraden BC trage man in entgegengesetzter Richtung die Stücke 
BD^m und CE==n ab [6C1 + 2C3]. Dann beschreibe man D{n) 
[Ci + Cg], nehme, während die Spitze in D bleibt, D-B = m in den Zirkel 
und beschreibe E{m) [2 6\ + C^]. Dann errichte man (nach I, § 2, 3) auf 
BD in D und E die Senkrechten [2(4:B^ + 2B^ + C^ + Cg)], welche von 
den Kreisen D{7i) imd E{m)iiL F und jP', bzw. G und & geschnitten 
werden (F imd G auf derselj>en Seite von BC), und ziehe die Geraden 
BF, CG, CG' [6Ü1 + 3iJg]. Von dem Schnittpunkte Hder Geraden BF 
und CG, sowie von dem Schnittpunkte J der Geraden BF und CG' aus 
fälle man dann (nach I, § 4, 1) auf BC die Senkrechten HX und J'Z 
[(2 Ol + C2) + (Ci + Q) + (2C, + Q + (C, + C,) + 2(2iJ, + J?^)]. Dann 
sind X und Z die gesuchten Teilpunkte;" 
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Gesamtsymbol: 
op : (18 Jii + 9B^ + nCi + 10^2) = (54; 35) (9 Gerade, 10 Kreise). 

Während also die 2*® Konstruktion mit 10 Hilfslinien ausführbar ist, 
erfordert die 1*® deren mindestens 14, die 3*® sogar mindestens 19, also 
nahezu doppeltsoviel als die zweite. 

4. Geometrographische Konstruktion. — Sei m>n und seien 
X und y zwei beliebige Strecken, die sich wie m^ : vi? verhalten. Wählt 

man x ^ m, so hat man m : y = w^ : w^, mithin y = — ; also läßt sich y 

als 3*® Proportionale zu m und n konstruieren. Hierzu kann die par- 
tikuläre Konstruktion II, § 5, 3 benutzt werden, da 2m > w ist. Teilt man 
nun JSC im Verhältnis m : y, wozu hier die vereinfachte klassische Kon- 
struktion II 2, 1 a sich am besten eignet, so ist die Aufgabe gelöst. 

„Man beschreibe (Fig. II, 35) den Kreis B{m) [3 C^ + C^ und um 
den beliebigen Punkt H von jB(m) 
den Kreis H{n) \^C^ + C^, welcher 
B(ni) in D schneidet. Dann ziehe 
man BD [2Ei + 2Jj], welche B{m) 
noch in -E, B[{n) noch in J triflft. 

Dann ist JD = — , also BD.JD^ 

m : — = m- : n\" 
m 

„Um nun BC im Verhältnis 
BD:JD zu teilen (II 2, la), beschreibe 
man B{JB) [3Ci + C^\ der BB innen 
in F schneidet, femer C{JB) [C^ + C^\ 
nehme, während die Spitze in C bleibt, ^* * 

CB in den Zirkel und beschreibe F{CB) 

[2C^ + C^y der den Kreis um C in 6r schneidet. Schließlich ziehe man 
DG \md EG [4:R^ + 2R^]. Diese treffen BC in den gesuchten Teil- 
punkten." 

op : (6R, +SR^ + 12 Q + 5C^)^ (26; 18) (3 Gerade, 5 Kreise). 

Einer der Teilpunkte kann also mit S = 23 gefunden werden. Sind 
die Strecken m^ n und BC als Seiten eines Dreiecks gegeben, so läßt sich 
der innere Teilpunkt, wie wir jetzt zeigen wollen, schon mit S == 13 
finden. 

5. Aufgabe: Die Seite BG des AÄBC innen im Punkte S so zu 
teilen, daß die Teile sich verhalten wie die Quadrate der Anseiten, daß 
also BSiCS^c^: W ist. 

Wir stützen uns auf den Satz, daß die Winfelgegen transversalen der 
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Seitenhalbierenden die Gegenseiten im Verhältnis der Quadrate der An- 
seiten teilen.*) 

Geometrographische Konstruktion. — „Man ziehe (Fig. II, 37) 
Ä(c)[2C^+G^l der ÄC (im Sinne ÄC) in X trifft, dann A{b)[Ci+ ^2! 
der AB (im Sinne AB) in Y trifft, dann X(b) [C^ + Cg], nehme, wäh- 
rend die Spitze in X bleibt, XA = c wieder in den Zirkel [C^] und be- 
schreibe T(c)[C^+G^l der X(&) in Q trifft (Q innerhalb des ^a). 





Fig. II, 37. 

Man ziehe AQ\2B^-{- B^]. Diese trifft BC in dem gewünschten Teil- 
punkte." 

op : (22?i+ 2^2+ 6C1+ 4(73) = (13; 8) (1 Gerade, 4 Kreise). 

Beweis: Man denke sich (Fig. II, 38) durch B zu AC und durch C 
zu AB die Parallelen gezogen. Q' sei ihr Schnittpunkt. Dann liegen 
AQ und AQ' symmetrisch zur Halbierungslinie von ^a, ferner wird BC 
von AQ' halbiert. Also ist AQ die Winkelgegentransversale zu der 
Seitenhalbierenden. 

*) Beweis: Ist (Fig. 11, 36) AT=t die zu BC gehörende Seitenhalbierende, 

ÄW die Halbierende von *^a, ÄS = s 
die Winkelgegentransversale zn A T, und 
setzt man BT=:^a^, TW=h^ , WS=c^ , 
SC = d^ , so hat man 

AÄBT _ a^ _ et 
AÄSC ~' d, ~b^s' 
^, AÄBS _ a^+b,+ c, __ c-j^ 

Hieraus folgt durch Multiplikation 

«.•(«.+&.+0 _^c* oder »/^-^S ^BS_c* 
(6^+Ci + di)-rf, — 6" a/t-CS CS b> ' 
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§ 10. Eine Strecke BC ao au teilen, daß die Quadrate der Teile 
im Verhältnis m : n stehen. 

Man kann bei ökonomischem Vorgehen zwei Strecken x und y, deren 
Quadrate sich wie m : n verhalten, durch op : (4i?i + 2i?2 + 11 1^ + öCg) 
festlegen, wenn man über der Geraden BC ein rechtwinkliges Dreieck mit 
den Höhenabschnitten m und n konstruiert (ohne die Katheten zu ziehen). 
Teilt man dann BC geometrographisch (II 2, 2) im Verhältnis x : y, wobei 
man mit op : [42?i + 2i?2 + SCj + ÖC^] auskommt, wenn man eine Ecke 
des Dreiecks nach B oder C gelegt hat, so ist die Aufgabe durch 

op : (8^1+42^2+ 19Ci+ lOCg) = (41; 27) (4 Gerade, 10 Kreise) 

gelöst. Dies ist das herkömmliche Verfahren. Durch eine ähnliche Über- 
legung, wie die bei 11 9, 4 angestellte, gelangt man aber zu einem weit 
einfacheren Symbole. 

Seien x und y zwei beliebige Strecken, welche der Bedingung 
a;^ : y^ = m : w genügen. Wählt man a: = m, so hat man m^ : y^ = m :n, 
mithin y^ = m • n; also läßt sich y als mittlere Proportionale zwischen m 
und n finden. Teilt man dann BC im Verhältnis m : y, so ist die Auf- 
gabe gelöst. 

Wir suchen die geometrographischen Konstruktionen II 6, 1 und 
112, la in geeigneter Weise zu verbinden. 

1. Konstruktion. — „Sei m > n. Man beschreibe (Fig. 11, 39) 
B(m)[3(7i-h Cg], der BC in 
D schneidet (D mit C auf 
derselben Seite von B), Dann 
beschreibe man 

D(n)[5C,+ C,l 

der BD in E schneidet (E 

zwischen B und D), nehme, 

während die Spitze in D 

bleibt, DB=m wieder in den 

Zirkel und beschreibe D{m) Fig 11, 39. 

[C,+ C,l dann E(m) [C,+ CJ, 

der BC in F trifft (F in der Verlängerung von BD), dann i^(m)[Ci + C^l 

der B(m) in G trifft. EG = y ist mittlere Proportionale zwischen m 

und w. 

Sei H ein Schnittpunkt der Kreise B(ni) und D(m), Um BC im 
Verhältnis m : y zu teilen, beschreibe man C(j/)[3C^-{- C^\ der BC in J 
und K trifft {K in der Verlängerung von BC), und beschreibe J(t/) und 
^(y)[2C?i+ 2C2], welche C(y) in L bzw. M treffen (M mit H auf der- 
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selben Seite von BC). Man ziehe HL und IIM[4:Ej^+ ^R^]. Diese 
Oeraden treffen J?C in den gesuchten Teilpunkten P und P'." 

op : (4jBi + 2JB3 + 14Ci + 8C2) == (28; 18) (2 Gerade, 8 Kreise); 

Bei der gewöhnlichen Konstruktion beträgt also die Anzahl der Ele- 
raentaroperationen nahezu um die Hälfte mehr, wie bei der eben be- 
schriebenen. Man kann aber noch etwas einfacher zu Werke gehen. 

Sei BC außen in A' nach dem Verhältnis m : n geteilt und sei P 
einer der gesuchten Teilpunkte, etwa der innere. Betrachten wir die 
gegenseitige Lage von Ä' und P. 

Wir setzen J.'P =» &, Ä'C = c, PB == ^, PC ==y. Dann muß sein 

h : c = m :n, 
also x^ : y^ = b : c. Ferner muß 
X -{- y =^h — c sein. 

Hieraus erhält man j/==]/&c — c, also 

A'P:^y + c=^ybc. 

Ebenso findet man Ä'P' = Ybcj wenn P' der äußere der gesuchten 

Teilpunkte ist. Diese kann man 
also dadurch erhalten, daß man 
BC g,ußen*) in Ä' nach dem 
Verhältnis m : n teilt und mit 

der mittleren Proportionalen 
zwischen Ä'B und Ä'C um Ä' 
^ den Kreis schlägt. 

2. Geometrographische 
Konstruktion. — „Man teile 
Fig.n, 40. (Fig. n, 40) nach 11, § 2, 2 

BC außen im Verhältnis m : n 
[2R^+B^+8C^ + 4C^l Der Teilpunkt heiße Ä\ Um jetzt die mitt- 
lere Proportipnale zu Ä'B und Ä'C zu konstruieren, beschreibe man 
B(BÄ')[2C^+ C^l ferner C(BÄ') [C^+ C,l der BA' in N trifft (N in 




*) Wollte man anstatt des äußeren Teilpunktes den inneren benutzen, so würde 
man zu einer weit umständlicheren Konstruktion geführt. 

Ist die Strecke BC schon von vornherein innen in Ä oder außen in A' nach 

dem Verhältnis m : n geteilt, so kann die Teilung ^^-^ = - = — schon mit iS'= 10 
vollzogen werden; fiir die Teilung -^^ = - -^ = — , welche geometrographisch bis- 
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der VerlängeruDg von BC), dann N(BA)[Ci+ C%1 Ist ein Schnitt- 
punkt von B{BA) und N(BÄ'), so ist Ä'O, welche nicht gezogen zu 
v^erden braucht, mittlere Proportionale zwischen AB und Ä'C, Man be- 
schreibe den Kreis A(Ä' 0)[2C^+ C^l Dieser trifft BC in den ge- 
suchten Teilpunkten P und P7^ 

op :(2R^ + R^+ 14 Ci + 80^) - (25; 16) (1 Gerade, 8 Kreise). 



lang mit S=2S ausgeführt wurde, enthalten meine demnächst im Archiv f. M. u. 
Fh. zum Abdruck gelangenden ,^Geometrographischen Beiträge'' eine Konstruktion 
mit 5= 21. . 



III. Abschnitt. 
Vervielfachung nnd Teilung des Quadrats. 

§ 1. Ein Quadrat x^ zu konstruieren, welches das n- fache 
(w = 2, 3, 4 . . . bis 32) eines gegebenen Quadrats AB CD mit der 

Seite a ist. 

Will man, wie üblich, die gesuchte Quadratseite x =yna^ als mittlere 
Proportionale zu a und na konstruieren, so verfährt man z. B. für n = 19 
ökonomisch folgendermaßen. 

„Man trage auf BC hintereinander die Strecken CP = a, PQ = 2aj. 
QR = 4ta, RS^Sa, ST^Za ab \\lC^+bC^\ Daun ist 5T--=19a. 
Hierauf beschreibe man über BT als Durchmesser den Kreis, der CD in 
ü schneidet [2 JB^ + üg + 4 C^ + 3 Cg]. Dann ist C U die gesuchte Qua- 
dratseite ]/19a^, erhalten durch 

op : (2^1 + B,+ 15^1 + 8C2) - (26; 17) (1 Gerade, 8 Kreise)/^ 

Bei der Fertigstellung des Quadrats kommen dann noch 2 Gerade 
und drei Kreise hinzu. 

Sehr viel einfacher führt die Anwendung des Hauptsatzes des Pytha- 
goras zum Ziele, wobei zur Festlegung der Quadratseite z. B. für n = 19 

schon 2 Kreise genügen, und für kein w ^ 32 
mehr als 3 Kreise, für kein w ^ 128 mehr ala 
4 Kreise erforderlich sind. 

a) Wir setzen a == 1 und beschreiben 
(Fig. HI, 1) um B mit BD =^2 den Kreis. 
Die Schnittpunkte desselben mit den Seiten des 
gegebenen Quadrats seien der Reihe nach D, Ey 
F, G, JET, J, K. Dann ist 

C^ = j/2, CF^Yb, 

DF=yÄ, 

Beschreibt man femer (Fig. HI, 2) um A mit DF = 2 den Kreis, 
der den KJreis um B zwischen G und H in x, zwischen J und K \n k 




Fig. III, 1. 



§ 1. Ein Quadrat x* zu konstruieren usw. 
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schneidet und auf den Seiten des Quadrats der Reibe nach die Punkte 
a, ß, y, 8, e, §, rj, «• festlegt (a in der Verlängerung von BÄ, , die Auf- 
einanderfolge Ton a, ß, y, . . . und von D, E, F, . . . in demselben Dre- 
hungssinn), so hat man weiter 



«5 = 1/9, 

«g="|/iä, 



ßj^yis, 

«A=/14, 
ad=yi6, 

aj=yil. 



Nimmt man (Fig. III, 3) anstatt des Kreises um Ä mit dem Radius 2 
den Kreis um E mit dem Radius KG — 2 ]/2, der BÄ in o (A zwischen 
B und oj), BC in x {C zwischen B und x), CD in g> und i> (D zwischen 
C und gj) triflPt, so ist ferner 
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Fig. m, 2. 



Bx=y6, 

Äx-^yn, 

C)B = 1/18, 
c)C = VT9, 



Fig. m, 3. 
oX = >/20, 

mx =y2i, 

9)^=>/28, 
ajJff=l/32. 



Die 10 für w < 32 noch fehlenden Quadratseiten erfordern nachweis- 
lich einen dritten Kreis. 

Macht man in Fig. III, 2 die Sehne 8o — dJ= 1, so ist ao =1/15. 
Trägt man in Fig. III, 3 auf_J5C die Strecken Bo^ — EC = y% 
£Oi^FD = yi, Bos = FC = yö, BOi^Äx-^yi, Bo^=aK = y^ 
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C3 0n 



G)Oq 



'1/29, 



00^0 = y3ö, 

cjOii="/31. 



ab , lind macht man die Sehnen Ho^ = "[/ö , Ho^ =« ys , ITöiq = y2, 
JBTon ~ 1* s^ bekommt man noch 

(oo,^y22, 

öOe = y26, 

Auf dieselbe Weise läßt sich die Quadratseite x für jedes n ^ 128 
durch 3 bzw. 4 Kreise finden. 

Sorgt man dafür, daß die Diagonalen bzw. zwei Seiten des gesuchten 
Quadrats auf zwei Seiten des gegebenen zu liegen kommen, so kann das- 
selbe mit geringen Einfachheitsunterschieden 

für n == 4 mit 3 Geraden u. 1 Kreise, 



w==16. . 
w = 2 . . 
M = 3, 5, 8 
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mit 2 Geraden u. 5 Kreisen 



l26, 



:i» 



(6,7, 9,10,11,12 
fürw==jl3, 14 17, 18,19 
20, 24, 28, 32 
15, 21,22,23,251 
27,29, 30,31 J 

fertiggestellt werden. 

b) Von ökonomischem Interesse ist auch das 
folgendein Holzmüller, „Elementarmathematik" sich 
findende Verfahren, wenn dasselbe auch meist weniger 
einfach, als das oben angegebene, zum Ziele führt. 

Es werden (Fig. III, 4) abwechselnd um B und C 
Kreise beschrieben, welche eine von D auslaufende 
Zickzacklinie ergeben, deren Spitzen auf den Geraden 
BA und CD liegen. Sind A^Ä^Äq . . . die auf BA 
liegenden, D^D:,D^ ... die auf CD liegenden Spitzen 
dieser Linie, so ist 

J5^2 = ]/2 CDg-l/S 

BA^^yi Ci)5 = ]/5 

BA^^y^ CD, = yi 



Fig. m, 4. 



usw. 



usw. 



Der Weg kann oft abgekürzt werden, indem man auf der Geraden 
BA von B aus zunächst das p-fache der Strecke BA abträgt, wenn p 
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die der Zahl n zunächst liegende Quadratzahl ist^ und dann^ mit dem 
Kreis C{p ■ a) oder B(p • a) beginnend, in der Konstruktion der Zickzack- 
linie vorwärts, bzw. rückwärts fortschreitet, bis der Punkt Ä^ bzw. D„ 
erreicht ist. 

Auf diese Weise kann man die Quadratseite Yna^ 

für w = 2, 3, 4, 5 durch 1 Kreis, 

„ w = 6, 9, 10, 16, 17 . . . „ 2 Kreise, 
„ n = 7, 8, 11, 15, 18, 25, 26 „ 3 „ 
„ n « 12, 14, 19, 24, 27 . . „ 4 „ 
„ w = 13, 20, 23, 28 . . . „ 5 „ 

„ n = 21, 22, 29 „ 6 „ 

„ w = 30, 32 „ 7 „ 

„ w = 31 „ 8 „ 

erbalten. 

§ 2. Ein Quadrat y^ zu konstruieren, welches der n^ Teil eines ge- 
gebenen Quadrats AB CD mit der Seite a ist. 

Die Konstruktion der Quadratseite y^y—a^ als der mittleren Pro- 
portionalen zwischen a und — a ist noch umständlicher als die übliche 
Konstruktion von x = ]/wa^. 

Am besten führt man die Aufgabe 2. auf 1. zurück. 

„Man bestimme nach 1. die Strecke Yna^, Dann schneide man 
(Fig. III, 4) auf BA die Strecke BAn^Ync^ ab und ziehe CAn, welche 

AD in Ä trifft. Dann ist ÄD die gesuchte Quadratseitel/— a^" 
Denn aus der Ähnlichkeit der Dreiecke BCAn und DÄC folgt 
BAn :BC=CD: AD, d. h. 
Ynö^ : a = a : A'D, mithin 

Zur Festlegung der Quadratseite 1/ — a^ genügen daher 

für ?2 == 2, 4 1 Gerade u. 1 Kreis, 

„ n = 3, 5, 6, 8, 9, 18 . . . . 1 Gerade u. 2 Kreise, 

(7, 10, 11, 12, 13, 14, 161 
" 117, 19, 20, 24, 28, 32 I " " " 

(15, 21, 22, 23, 25 j 
\26, 27, 29, 30, 31) ' " " " 

Bei der Fertigstellung des Quadrats kommen dann für jedes n noch 
2 Gerade nnd 3 Kreise hinzu. 



IV. Abschnitt. 
Geometrische Örter. 

§ 1. Der Kreis um einen gegebenen Funkt mit einem gegebenen Badius. 

§ 2. Die Mittelsenkrechte einer Strecke, 
op : (21?i + R,+ 2C^ + 2C,) = (7; 4) (1 Gerade, 2 Kreise). 

§ 3. Die Parallelen zu der Geraden g im Abstände h, 

a) Geometrographische Konstruktion. — „Um den beliebigen 
Punkt B von g (Fig. IV, 1) beschreibe man den Kreis BQi), der ^ in C 
schneidet [3(7i+ Cj]. Dann beschreibe man den Kreis GQi)[C^-{- Cg] und 
ziehe die Mittelsenkrechte von BC\2It^+ JSg]. Auf dieser trage man vom 
Fußpunkt aus die Strecke OD = A ab [(7^ + CJ und beschreibe 0(BD) 
Wi + C^al der B(h) und CQi) in B' und £", bzw. C und C" trifft (B' und 
C auf derselben Seite von BC). Schließüch ziehe man B'C und B"C" 
[41?i + 2 JJ^]. Diese Geraden bilden den gesuchten Ort." 

op : (6i?i + SiJg + 8(7i + 4C2) = (21; 14) (3 Gerade, 4 Kreise). 




Fig. IV, 1. 



Fig. IV, 2. 



Wird nur eine der Parallelen verlangt, so kommt von dem Symbole 
op :[2B^ + JRjj] ^^ Wegfall. 

Um 1(7^ einfacher ist alsdann folgende Konstruktion: 



§ 4. Der geometrische Ort der Endpunkte aller Strecken usw. 



49 



b) ^Man zieke (Fig. IV, 2), wie vorher, die Kreise B(h) und CQi) 
[4:0^+ 2 C^]. Sei K einer ihrer Schnittpunkte. Man ziehe K(h), der 
CQi) in E schneidet [C^ + C^], und ziehe BE, welche BQi) in J trifft 
(J zwischen B und E) [2 JR^ + iig]. Dann ziehe man K{KJ), der BQi) 
und C(Ä) in B bzw. C trifft 
[2(7i+C2], und ziehe Bß' 
\2B^ + B.y 

op.:(4i2, + 2J?2+7C, + 4(72) 

= (17; 11) (2 Gerade, 4 Kreise). 

Anmerkung. — Sind zu 
2 Geraden g und Z im Ab- 
stände h die Parallelen zu 
ziehen, so verfahre man fol- 
gendermaßen: 

c) „Man konstruiere (Fig. IV, 3) zunächst zu g im Abstand h die 
Parallelen p und q [6i?i + 3^ + 8C,^+ 4C2]. l werde von ^, 2?, q bzw. 
in JBTq, P, Q getroffen. Nun beschreibe man P(PHq) und Q(PHq\ welche 
p und q in IT^ und JET^, bzw. ITg und fi^ treffen (H^ und Ä^ auf derselben 
Seite von l) ldC^ + 2C,l und ziehe H^H^ und ^irj4jBi+ 21?2].^* 

op : (lOi?, + öif^ + 11 (7i + 6(73) = (32; 21) (5 Gerade, 6 Kreise). 




Fig. IV, 3. 



§ 4. Der geometrische Ort der Endpunkte aller Strecken = w, die 
mit der Geraden g den <^ bilden. 

Geometrographische Konstruktion. — „Sei (Fig. IV, 4) S der 
Scheitel von und B ein beliebiger Punkt auf g. Man beschreibe S(m), 

der die Schenkel von <y in P und 

^ schneidet [SC^+ C^], und be- -^ ^ ^^ 

schreibe B(m), der ^ in (7 und 
<7' trifft [Ci + Cg]. Dann mache 
man auf B{m) Bogen 

CD=^CU=C'E^C'E'=PQ 



(D und E auf derselben Seite von g) 
[4Ci + 2 Cg] und ziehe die Geraden 
DE und D'i;' [4i?i + 2B^\ Diese 
bilden den gesuchten Ort.^^ 




Fig. IV, 4. 



op : (4i?i + 2iZ2 + 8C, + 4(72) = (18; 12) (2 Gerade, 4 Kreise). 
Wird nur eine der Parallelen verlangt, so kommt man aus mit 

op : (2iJi + ifg + 8Ci + 4(72) = (1?; H) (1 Gerade, 4 Kreise). 



Keusch, Geometrographie. 
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§ 5. Der geometriBClLe Ort der Funkte, die von den Geraden g und 
/.gleichen Abstand haben. 

a) Die Geraden g und g schneiden sich in 0. 

Geometrographische Konstruktion. — „Mit beliebigem Radius 
Q beschreibe mmi 0{q\ der g in A, g' in B und C schneidet [0^+ C^,. 

und beschreibe A{q\ B{q\ C{q)\_^C^ + ^C^\ 
Der Kreis A{q) werde von B{q) in X, von 
G{q) in F getroffen. Man ziehe OX und OY 
\4:R^-\-2B^, Diese bilden den gesuchten Orf 

op : (4B, + 2B, + AC, + 4C,) = (14; 8) 

(2 Gerade, 4 Kreise). 

b) Die Geraden g und g' sind parallel. 
Geometrographische Konstruk- 
tion. — „Man konstruiere (Fig. IV; 5) nach 
I; § 1 zu ^ und g eine beliebige Senkrechte^. 
Fig. IV, 6. welche ^ in ,4 und g in Ä schneidet 

\2B^+B^ + 2C^ + 2C^l 

Dann beschreibe man um A und A' zwei beliebige sich in X und Y 
schneidende Kreise \2C^-\-2C^ und ziehe XY\2B^-\- B^, Dies ist der 
gesuchte Ort." 

op : (4i?i + 2B^ + 4Ci + 4.0^)-= (14; 8) (2 Gerade, 4 Kreise). 




§ 6. Der geometrische Ort der Funkte, für welche die Summe bzw» 
Differenz der Abstände von den Geraden g und g' gleich a ist. 

a) Die Geraden g und g' schneiden sich in 0. 

Geometrographische Konstruktion. — „Man ziehe (Fig. IV, 6) 
nach § 3 zu ^ im Abstände a eine Parallele, die g' in Ä schneidet 

[41?i + 2^2 + 7 (7i + 4 CJ. Dann 
beschreibe man 0{0Ä), der g' 
noch in B' und g in A und B 
trifft [2C,+ Cg], und ziehe AA\ 
AB\ BA\ BB' [8i?i + 4:R^]. Dann 
bilden die von g und ^' begrenz- 
ten Stücke dieser Geraden den ge- 
suchten Ort für die Summe, ihre 
ins Unendliche sich erstreckenden 
Verlängerungen aber den Ort für 
die Differenz.^^ 
op : (12J?i + 6i?2 + 9Q + bC,) 
= (32; 21) (6 Gerade, 5 Kreise) 




Fig. IV, 6. 



§ 7. Der Kreis über der Strecke BC als Durchmesser. 
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b) Die Geraden g und g' sind parallel. 

Geometrographische Konstruktion. — „Man errichte (Fig.IV, 7) 
auf ^ nach I, § 1 eine beliebige Senkrechte, welche g in Ä^ g' in Ä' schneidet 
[2 JRi + JBa + 2 Gl + 2 Cg]. Dann beschreibe 
man die Kreise Ä(a) und Ä^a) [4Ci + 2 C^}, 
Die Senkrechte schneide den Kreis Ä{a) 
in B% den Kreis J.'(a) in B {A und B' 
auf derselben Seite von Ay femer A und 
B auf derselben Seite von A), Man be- 
schreibe B{a) und B\a)\2C^ + 2C^l Die 
Schnittpunkte von A{a) und B{a) seien X 
und Y, die Schnittpunkte von Ä{a) und 
JB'(a) seien U und F. Man ziehe X Y und 
?7F[4jBi+2i22]. Diese bilden den ge- 
suchten Ort." 

op : (61?i -f 3JJa -f 8Ci + eCg) = (23; 14) 
(3 Gerade, 6 Kreise). 




Fig. IV, 7. 



§ 7. Der Kreis über der Strecke BC als Durchmesser. 
op : {2B^ + jfjg + 4(7i + iC^) = (10; 6) (1 Gerade, 3 Kreise). 



§ 8. Die beiden Kreissegmente über der Strecke BC als Sehne, 
welche eines Feripheriewinkels = 6 fähig sind. 

Sei zunächst nur eines der beiden Segmente zu konstruieren, sei 
BC = a und S der Scheitel von <^ 6, 

1. Klassische Konstruktion (Euklid). — „Man lege -^6 in B 
an BC an, errichte auf dem freien Schenkel in B die Senkrechte, welche 
die Mittelsenkrechte von BC in scheidet, und beschreibe 0(0B)/^ 

Hierbei kommt man, unter Vermeidung eines 2^^ Hilfskreises um 
B, auf 

op : (6 J?i -f 3i?2 + 11 Ci -f 8 Cj) = (28; 17) (3 Gerade, 8 Kreise). 

Ändert man aber die in der Lösung vorgeschriebene Reihenfolge der 
Teilkonstruktionen derart ab, daß man mit der Mittelsenkrechten von BC 
beginnt, so kann man den um B zu schlagenden Kreis gleichzeitig auch 
zum Anlegen des Winkels und zum Errichten der Senkrechten in B be- 
nutzen, wodurch man op : [C^ + C^] spart. Das Symbol der klassischen, 
geometrographisch ausgeführten Konstruktion ist demnach 

op : {GR^ + 3J?2 + 10(7i + TC^) = (26; 16) (3 Gerade, 7 Kreise). 

Schneidet man von dem ^ 6 das gleichschenklige A SDE ab, in 
welchem SE Basis und der Schenkel SD = a ist, so faßt der Umkreis 
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des A SDE den <^ SED = 6 als Peripheriewinkel. Sein Radius ist 
also gleich dem Radius des. gesuchten Segments. Hierauf beruht die 

2. Konstruktion. — (Tarry.) „Man beschreibe (Fig. IV, 8) S(a), 
der den einen Schenkel von ö in D schneidet [3 Ci+ (72], dann i)(a), 

der den anderen Schenkel von 6 in E 
triflft [C1+C2], ferner E(a)[C^+C^l 
Dann bestimme man mit Hilfe dieser 
3 Kreise den Mittelpunkt K des Um- 
kreises von ASDE[4tR^+2R^] und 
lege durch JB und C einen Kreis mit 
dem Radius KS[5C^ + SC^]. Dieser 
enthält das gesuchte Segment." 

op:(4Ei + 2J?2 + 10Ci+6C2) 

= (22; 14) (2 Gerade, 6 Kreise). 

Fig. IV, 8. Konstruiert man nach I, § 12 das 

Komplement von 6 und legt das gleich- 
schenklige A PMQ mit dem Schenkel FM so an £C an, daß F auf B 

fällt, so erhält man folgende 

. . JBC 

3. Konstruktion. — (Tarry.) „Mit einem Radius (>>-ö~ beschreibe 

man (Fig. IV, 9) um einen beliebigen Punkt M der Ebene den Kreis 

M(Q)y der durch den Scheitel S 
von ^ a geht und die Schenkel 
desselben in P und Q schneidet 
\C^ + C^\ Mit Hilfe der Kreise 
B{q) und C{q) konstruiere man 
dann zn BC die Mittelsenkrechte 
[2 J?i + B^ + 2Ci+ 2C2]. Der 
Kreis B(q) treffe BC in M\ 
Man beschreibe jetzt 

dann B(FQ), der MXq) in Q' 
trifft [3(7i+C2], ziehe BQ\ 
welche die Mittelsenkrechte in 
trifft [2i?i + R^], und beschreibe 
schließlich den Kreis 0(05) [20^ -f C^g]. Dieser bestimmt das gesuchte 
Segment.*' 

Beweis: ^Q'BM'^ QPM =^ 90^ - 6. 

op : (4JRi -I- 2ii2 + 9Ci + 6C2) = (21; 13) (2 Gerade, 6 Kreise). 
Die Reduktion des Symbols ist bei unserer Aufgabe, wie bei vielen 
anderen, nur sehr langsam von statten gegangen. Nachdem Herr Le- 
moine im Jahre 1892 eine Lösung mit dem Einfachheitsgrade 23 an- 




Fig. IV, 9. 



§ 8. Die beiden Kreissegmente über der Strecke BC als Sehne usw. 
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gegeben hatte, war derselbe von Herrn Tarry 1893 durch die Kon- 
struktion 2. auf 22 reduziert worden. Dies blieb 8 Jahre lang der Stand 
des Problems, bis es 1901 Herrn Tarry gelang, unter Anwendung des 
der Konstruktion I, § 12, d zugrunde liegenden Kunstgriffs den Grad 21 
zu erreichen. Diese neue Konstruktion war aber kein Fortschritt in der 
Lösung der Aufgabe, die beiden Kreissiögmente gleichzeitig zu finden, 
denn dabei führt die Konstruktion 2. auf S = 24, die Konstruktion 3. 
aber auf S = 25. 

Eine beide Kreissegmente einfacher liefernde Konstruktion hat erst 
Herr Güntsche 1902 gegeben, indem er ein neues Lösungsprinzip einführte. 
Da (Fig.IV,9) APQMr^BCO, so verhält sich PQiPM^BCiBO, 
mithin ist BO als 4*® Proportionale zu den Strecken PQ, PM, BG 
konstruierbar. Hierzu benutze man die partikuläre Konstruktion H, § 4, 
C, 2, welche hier anwendbar ist, weil M so gewählt werden kann, daß 
2PQ>Ba 

•4. Geometrographische. Konstruktion. — (Güntsche.) „Um 
einen beliebigen, hinreichend entfernten Punkt M (Fig. IV, 10) beschreibe 
man den Kreis M{MS)j der 
die Schenkel von <^ <? in P und 
Q schneidet [C^ + Cg]. Dann 
beschreibe man die Kreise Q(QP) 
und 
P{a)[(2C,+ C,) + {3C, + C,)]. 

R sei Schnittpunkt von Q(QP) 
und M{MS), T sei Schnitt- 
punkt von Q{QP) und P{a). 
Man ziehe BT, welche M{MS) 
in U trifft [2^1 + ^2]. P U ist 
gleich dem Kadius des ge- 
suchten Segments. Man be- 
schreibe nun die Kreise B{PÜ) 
und C(PÜ), die sich in und 0' treffen [(^C^+C^) + (G^+C^)]y 
tind schließlich die Kreise 0(PU) und OXPü) [2C^ + 2C^]. Diese ent- 
halten die gesuchten Segmente.^^ 

Beweis: Die beiden sich in B und P schneidenden Kreise M{PM) 
und Q{PQ) werden von der Sekante BT nach H, § 4, C, 2 in U und T so 
geschnitten, daß PU:PT ^PM:PQ, Daher sind die gleichschenkligen 
Dreiecke PUT (A PÜQ ^ TÜQ, daher Pü ^ TU) und PMQ ähnlich, 
mithin ^PüT=^PMQ = 26, also auch ^B0C = BaC = 2a, 
op : {2B, + B, + 12C^+ IG,) = {22-, 14) (1 Gerade, 7 Kreise). 

Wird nur ein Segment verlangt, so reduziert sich das Symbol auf 
op : (2jBi H- jRg + 11 C'i + 6C2) == (20; 13) (1 Gerade, 6 Kreise). 




Fig. IV, 10. 
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§ 9. Der geometrische Ort der Funkte, für welche die Summe der 

Quadrate ihrer Entfernungen von den Endpunkten der Strecke BC 

dem Quadrate über der gegebenen Strecke f gleich ist. 

Ist X ein Punkt des gesuchten Ortes, so daß XB^+ XC^=^f^, und 
ist M Mittelpunkt von BC = a^ so hat man bekanntlich 

X^2 + XC2 = /-2 = 2(XM2+^), also 



X liegt also auf dem Kreise um M mit dem Radius 1/ — —- Gewöhn- 

lieh wird nun dieser Ausdruck für den Radius XM so konstruiert, daß 

man die mittlere Proportionale g zwischen f und ^ und dann XM als 

zweite Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse g und 

der Kathete — bestimmt. Die auf diese Weise vorgehende Konstruktion 

des Ortes führt, auch wenn man alle überflüssigen Linien vermeidet, auf 
das sehr hohe Symbol 

op : (lOi?! + öjRg + 22Ci + I2C2) = (49; 32) (5 Gerade, 12 Kreise). 

Nur halbsoviel Elementaroperationen verlangt bei ökonomischer Vor- 
sicht die weniger gebräuchliche Konstruktion, bei der man an BC in B 
einen Winkel von 45® anlegt, um C mit f den Kreis beschreibt, der den 
freien Schenkel des angelegten Winkels in F und F' schneidet, von F und 
F' auf BC die Senkrechten FG und F'& fällt, und über G& als 
Durchmesser den Kreis schlägt, welcher der gesuchte Ort ist. 

.Am einfachsten führt man diese Konstruktion folgendermaßen aus. 

„Mit Hilfe der Kreise B{f) und Cif) beschreibe man über BC als 
Durchmesser den Kreis [(3(7i + C^) + ((7^ + Cg) + (2i?i + JS2)]. sei 
sein Mittelpunkt, P und Q seine Schnittpunkte mit der Mittelsenkrechten 
von BC. Man ziehe BB und BQ, welche C{f) in F und F\ bzw. 
in K und JET' schneiden {F und H. auf derselben Seite von BC) 
[4J?, + 2i?,].^' 

F und H.' liegen symmetrisch zu BC, ebenso B. und F'. Ferner 
liegen die zu BC senkrechten Verbindungslinien FH' und HF' symme- 
trisch zu 0; daher genügt eine derselben, um auf BC den Radius des ge- 
suchten Kreises festzulegen. 

„Man ziehe FH\ welche BC in G trifft [2B^ + E^], und beschreibe 
0(0G)\2C, + C,y 

op : (82?! + 4i?2 + 8C1 + 4C2) = (24; 16) (4 Gerade, 4 Kreise) 



§ 10. Der geometrische- Ort der Pankte usw. 
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„MaH ziehe (Fig. IV, 11) 



Fig. iV, 11. 






Geometrographische Konstruktion 
die Mittelsenkreclite der Strecke 

und schlage über PQ als Durch- 
messer den Kreis, der die Mittel- 
senkrechte in B triffl [2C^+ C^], 
Dann schlage man die Kreise 
B{PR) und C{PB) [4 (7i -f 2 C,]. 
Treffen sich diese in X und X', 
«o ziehe man XX'[2B^+ B^]^ 
welche auf BC den Mittelpunkt M 
bestimmt. Schließlich schlage man 
den Kreis M{MX)[2Ci+ C^]. Dies ist der gsuchte Ort/' 

Beweis: BX=^GX = PB^yQ, Biso MX =^y^-'^^ 

op : (4i?i + 2B^ + 10 C^ + 6C,) = (22; 14) (2 Gerade, 6 Kreise). 
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§ 10, Der geometrische Ort der Funkte, für welche die Differenz der 

Quadrate ihrer Entfernungen von den Endpunkten der Strecke BG 

dem Quadrate über der gegebenen Strecke f gleich ist. 

1. Geometrographische Konstruktion. — ,,Man beschreibe 
(Fig. IV, 12) B(f), der BC in D und D' schneidet [36\-f C,]. Mit 
einem hinreichend großen Radius A beschreibe ^ 

man dann D(l) und D'(A), die sich in E schnei- 
den, und J?(A) [3 Ci + 3 Cg] , nehme, während 
die Spitze in B bleibt, BE in den Zirkel, und 
beschreibe C(BE\ der B{1) in Ä und A trifft 
[2C1+C2]. Man ziehe ÄA'[2B^^ + B^]. Dies 
ist der gesuchte Ort." 

Beweis: Es ist 





A 

c'" 

\ 


— 1 — 1 





k' 



Fig. ly, 12. 



j?^2 _ CJ.2 = jr)i;2 _- BE^ = BIß = f 

op : (2i?, + i?2 + 8(7i -f 5C2) = (16; 10) 

(1 Gerade, 5 Kreise). 

2, Geometrographische Konstruktion. — 
^,Man beschreibe (Fig. IV, 13) durch Q einen hinreichend großen Kreis 
A, so daß sein Durchmesser CG' auf BC liegt [2(7^+ C^]. Dann be- 
schreibe man C"(/'), der li 'wl K schneidet \^G^-\-C^^ nehme, während 
die Spitze in C" bleibt, G'C in den Zirkel und beschreibe B{G'C) 



56 



IV. Abschnitt. Geometrische örter. 



pCi+Oj], hierauf. C(CK), der B(C'C) in X und X' triflFb [20^+ C^l 
Man ziehe XX'[2Bi+ B^]. Dies ist der gesuchte Ort." 
X Beweis: Es ist 



^'-^. 



Cl B 



C 

— I— 



op : (21?, + i?, + 9(7, + AC,) == (16; 11) 

(1 Gerade, 4 Kreise). 






Fig. IV, 13. 



§ 11. TDie Fotenzaohse zweier Kreise 0{f) 
und 0'(r').*) 
Die gewöhnliche Konstruktion . sucht einen 
Punkt P der Potenzachse vermittelst eines be- 
liebigen, und 0' schneidenden Kreises und 
fällt von P auf die Zentrale 00' die Senk- 
rechte. Legt man die letztere durch den bezüglich ÖO' zu P symme- 
trischen Punkt P' fest, so braucht 00' nicht gezogen zu werden, und 
man gelangt zu dem Symbole 

op : (6Pi + 3^2 + 4(7, + 3Cj) = (16; 10) (3 Gerade, 3 Kreise). 

a) Geometrographische Konstruktion, — „Mit r' als Radius 
beschreibe man (Fig. IV, 14) einen Kreis, der 0(r) in S und ä' .schneidet 

[2(7,+ C^. Sein Zentrum heiße Sl, Mit ein^m 
hinreichend großen Radius X beschreibe man 
dann die Kreise SliVjlC^'l und 0\k^\C^+ C^\ 
ziehe S8\ welche Sl{l) in Q trifft \2B^ + B^\ 
beschreibe 0{0Q), der 0'(A) in P und P' 
trifft [2(7i+C2], und ziehe FF'\2B^+ B^\ 
Dies ist die gesuchte Potenzachse." 
Beweis: 

öp2 - ö^p2 = 0^2 _ i^qt _ ÖS2 - iiS2 

Fig. IV, 14. op : (4Pi + 2P2 + 5C, + 4(7^) - (15; 9) 

(2 Gerade, 4 Kreise). 

b) Geometrographische Konstruktion, wenn 0' sich auf 
einen Punkt reduziert. — „Man ziehe in (Fig. IV, 15) einen be- 
liebigen Durchmesser DD'\B^ + B^, Mit einem hinreichend großen Ra- 
dius X beschreibe man dann die Kreise D{1) und D\V), welche sich in 
E schneiden, und 0(/l) [3(7i+ SCJ Während die Spitze in bleibt, 
nehme man dann OE in den Zirkel und beschreibe 0\0E), der 0(X) 

*) Wie mir die Redaktion des Archivs für M. u. Ph. mitteilt, sind für die Auf- 
gaben 11 a und b auch von Herrn Güntsche, etwas früher, dieselben Lösungen 
gefunden worden. 




§ 12. Der geometrische Ort der Punkte usw. 
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in P und P' trifft [2C^+ C^l und ziehe PP' [2Pj + Pg]- Dies ist die 
gesuchte PotenzÄchse, denn es ist 

ÖP^ -lyp^ ^BE^ -~ÖE^ = ODV^ 

op : (3Pi + 2B, + b.C, + 4.C,) = (14; 8) 

(2 Gerade, 4 Kreise). 

Berühren sich und 0\ so reduziert sich 
das Symbol auf das der gemeinschaftlichen Tan- 
gente im Berührungspunkt 

schneiden sie sich, so auf op : (2R^ + Pg). Fig. W, 16. 




§ 12. Der geometrische Ort der Punkte, deren Abstände von zwei 
Geraden g und g' das Verhältnis m : n haben. 

a) Die Geraden g und g' schneiden sich in 0. 
Geometrographische Konstruktion. — „Man trage (Fig. IV, 16) 

auf g' die Strecke OA = m, auf g die Strecken OB = n und 0C = 
ab [6(7^ + 2(73]. Dann beschreibe man Ä(n) 
[C^+ Cj], nehnäe, während die Spitze in Ä 
bleibt, ÄO^m wieder in den Zirkel [CJ 
und beschreibe B(m) und C(m), welche Ä(n) 
in P' bzw. C treffen (P' mit P auf der- 
selben Seite von g\ ebenso C" mit C) 
[2C1 + 2C2]. Man ziehe ÖP' und 

0(7'[4P,+ 2P,]. 

Diese bilden den gesuchten Ort." 

Beweis: Im Parallelogramm verhalten 
sich die Höhen umgekehrt wie die zuge- 
hörigen Seiten. ^'^' ^^» ^^' 

op : (4Pi + 2P2 + IOC, + bC,) = (21; 14) (2 Gerade, 5 Kreise). 

b) Die Geraden g und g' sind parallel. 
Geometrographische Konstruktion. — „Man trage (Fig. IV, 17) 

auf g die Strecken AB = m und JLC = m ab [3C,+ C^] und verbinde 
einen beliebigen Punkt A' von g' mit P und C [iB, + 2B2]. Dann 
trage man auf g' die Strecken J.'P'= w und A'C'= n ab [SC^-j- Cg] und 
ziehe AB' und J.(7'[4Pi + 2P2]. Sei D Schnittpunkt von AB' und 

*) Symbol d. Bern es sehen Konstr. d. Tang, am Kreise im Punkte Ä: „Um 
einen belieb. Punkt B von beschr. man einen Kreis A;, der in A und C trifft, u. 
beschr. J. ( J. C). Dieser bestimmt auf k einen 2**° Punkt d. gesuchten Tang." 
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BA\ E Schnittpunkt von AC und CA!, F Schnittpunkt von AB' und 
CA, G Schnittpunkt von BÄ und AG\ Man ziehe DE und 

, ?n , FG\4:E^-\-2B^\ Diese bilden den ge- 

I ^ 1 suchten Ort." 

— ^^^^ l^op : (11 J?i + 6i?2 + 6Ci + 2(72) = (25-, 17) 

\\^ y'/ (6 Gerade, 2 Kreise). 

^/ J^(^ n-^'yit^''C § 13, Der zu der Strecke J5(7 und dem 

B.-' ^s^>i! Verhältnis m : n gehörende Apollonisehe 

y' \ /^\ Kreis. 

^ '^\''' — ^ ^^ ^ — ^)^ Geometrographische Konstruk- 

tion. — „Man teile BG (nach 11, § 2, 2) 
Fiff IV 17. ^^ Verhältnis 

m : n [4i?i + 21?2 + ÖC'i + öCg] 

und beschreibe über der Entfernung der Teilpunkte als Durchmesser den 
Kreis \2B^ -{■B^ + AC^ + SC^]. 

op : (62?! + 3U2 + 13^1 + SCg) = (30; 19) (3 Gerade, 8 Kreise). 

§ 14. Der Ort der Punkte^ in welchen die vom Funkte P aus nach 
der Peripherie des Kreises gezogenen Strecken im Verhältnis m : n 

geteilt werden. 

Geometrographische Konstruktion. — „Man ziehe (Fig. IV, 18) 
die Zentrale P0\2B^ + B^. Um diese im Verhältnis m:n zu teilen, 
N^^ ziehe man durch P eine beliebige Ge- 

rade [Pi + jRg], mache auf derselben 
'';x3e: PX = m und XY=n {Y in der 

;^ Verlängerung von PX) \ßC^^2C^\ 

l^.S^^.. beschreibe 0(w) [C^ + Cg], nehme, 
'^^^ während die Spitze in bleibt, OY 
in den Zirkel [C^] und beschreibe 
X{OY), der 0(n) in Z trifft {Z mit 
Fig. IV, 18. -^ ^^f derselben Seite von Y) 

\Gi+ ^2]? ^nd ziehe ZX[2B^ + B^], 
Dann ist -Z^X|| OY und teilt die Zentrale in A so, daß PJ. : OA ^ m:n. 
Nun ziehe man OY, welche den gegebenen Kreis in B schneidet 
[2B^ + B^], und ziehe PP, welche ZX in C trifft [2P, + PJ. Schließ- 
lich beschreibe man A(AC)[2C^+ C^]. Dieser Kreis ist der ge- 
suchte Ort.^' 

Beweis: P ist äußerer Ähnlichkeitspunkt der Kreise und A(AG). 

op : (9B, + 5P2 + 11 C^i + oG,) = (30; 20) (5 Gerade, 5 Kreise). 








V. Abschnitt. 
Merkwürdige Punkte des Dreiecks ABC. 

§ 1. Der Schwerpunkt, S. 

Liegen die Punkte J5' und C so^ daß die Vierecke ABCB' und 
ACBC Parallelogramme sind, so schneiden sich BB' und (fC im 
Schwerpunkt S des Dreiecks ABC. 

Geometrographische Konstruktion. — ,,Man beschreibe 
(Fig. V, 1) den Kreis 

A{BC)[SC^+C,], dannCfC^.^ ^ .^-tf' 

die Kreise B{AC) und 
C{BA)\i2C^+C,) 

+ (:2c, + c,)\ 

Der Kreis um A werde 
von B{AC) in C\ von 
C{BA) in B geschnitten. 
Man ziehe BB' und CG'\_4.B^+2B^Y 

op : (4i?i + 2 JBg + 7 C^ + 3 C^) - (16; 11) (2 Gerade, 3 Kreise). 

§ 2. Der Mittelpunkt des Umkreises, M. 

Geometrographische Konstruktion. — a sei die größte Seite. 

Mit beliebigem Radius Q>-^ beschreibe man die Kreise A{q)j B{q)j 

C{fi) pCi+SCg] und ziehe die gemeinschaftlichen Sehnen zweier Paare 
dieser Kreise \4:B^-\-2B^. 

op : (4i?i + 2^2 + 3Ci + SCg) = (12; 7) (2 Gerade, 3 Kreise). 

§ 3. Die Mittelpunkte des Inkreises und der Ankreise 0, 0^, 0^, 0^. 

Die gewöhnliche Konstruktion wird bei ökonomischer Ausführung 
geometrographisch, wenn man eine Seite des Dreiecks als Radius der 
Hilfskreise nimmt und beibehält. 
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Geometrographische Konstruktion. — ,,Man beschreibe (Fig. V, 2) 
die Kreise B{a) und C{a) [3Ci + 2(7j,]. Seien C" und C" die Schnitt- 
punkte von B{d) und BA, B' 
und J5" die Schnittpunkte von 
C{a) und CA. Man ziehe B'(a\ 
B[\a),C\a),C'\a)[4G,+ 4C,l 
Diese 4 Kreise legen auf B(a) 
und C(a) je einen Punkt der 
4 Halbierungslinien der Winkel 
bei B und G fest. Man ziehe 
diese Halbierungslinien 

[8i?i+4i?J. 

Sie treffen sich in 0, 0„, 0^, Oy 

op:(8JS, + 4JS, + 7Gi+6C2) 
= (25; 15) (4 Gerade, 6 Kreise). 




§ 4. Der Höhenschnittpunkt, JET. 

a) Geometrographische Konstruktion. — „Man konstruiere 
(Fig. V, 3) zu B und C die symmetrischen Punkte B' und C bezüglich 
AC bzw. AB, Zu dem Zwecke ziehe man B(a), der AG noch in Cq 

schneidet [2C^+ G^]^ und C(a), der 
^J5 noch in Bq trifft [C^ + CJ. Dann 
ziehe man C^^a), der auf (7(a) [den 
Punkt B' bestimmt [Ci+C^], unS 
JBo(a), der auf 5(a) den Punkt C 
festlegt [Ci + Cg]. Schließlich ziehe 
man J5J5' und GG' [4R^ + 2R^l Diese 
treffen sich in Ä" 

op:(4ü, + 2JR3 + 5(7, + 4C3) = (15;9) 

Pjg y^ 3 (2 Gerade, 4 Kreise). 

Ich gebe noch eine zweite Lösung 
an, deren Einfachheitskoeffizient zwar um 1 höher ist, die uns aber zur 
geometrographischen Konstruktion des Fe u erb ach sehen Kreises führt. 

b) Konstruktion. — „Man beschreibe (Fig. VI, 2) über BG als 
Durchmesser den Kreis, der BA noch in Gq und GA noch in Bq schneidet 
[2Ü1 + 1J2 + 4^1 + 3(72], und ziehe BB^ und GG^ [4R^+2R^l Diese 
treffen sich in Ä" 

Denn -^BB^G und ^BG^G sind Peripheriewinkel im Halbkreis. 

op : (6i?i + 3i?2 + 4(7i + SC^) = (16; 10) (3 Gerade, 3 Kreise). 




§ 5. Der Schnittpunkt der Ecktransversalen usw. 
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§ .5. Der Schnittpunkt der Ecktransversalen nach den Berührungs- 
punkten des Inkreises, G (G ergo nn escher Funkt). 

Geometrographische Konstruktion. — (Lemoine.) „Man be- 
schreibe (Fig. V, 4) die Kreise B{c) 
und CQ)) [4 Gl + 2C^\ Der erstere 
treflfe BC in der Richtung BC m D, 
der letztere treffe BC in der Richtung 
CB in E. Dann ist DE = 6 + c — a. 
Man bestimme den Mittelpunkt Ä von 
DJ5[2i?i + J?2 + 2(7i + 2C2]. Dann ist 

BA = —^ - , mithin Ä Berührungs- 
punkt des Inkreises mit BC, Man ziehe 
den Kreis B{BÄ)y der BA in C schnei- 
det [2Ci-f Cg], und die Geraden J.J.' und 
CC [4i?i+2jR2]. Die letzteren treffen 
sich in G." 

op : (6üi + 3i?2 + 8Ci -f 5^) = {22*, 14) 
(3 Gerade, 5 Kreise). 




§ 6. Der Schnittpunkt der Ecktransversalen nach den Berührungs- 
punkten der Ankreise, N (Na gel scher Funkt). 

Geometrographische Konsiruktion. — (Lemoine.) „Sei a 
die größte Seite. Man beschreibe (Fig. V, 5) den Kreis A{a\ der ^JBim 
Sinne AB in B\ und AC im 
Sinne AC in C schneidet 
[3 C^ + Cg]. Dann beschreibe 
man den Kreis B(BB'), der 
BC im Sinne BC in B" trifft 
[2(7i-f Cg], und den Kreis 
C(CC'\ der BC im Sinne CB 
in C trifft [2C,+ C^l Hier- 
auf ziehe man die' Geraden 
B'B'' und (7' (7" [4R,+ 2B,l 
Ihr Schnittpunkt ist der Nagel- 
sche Punkt N.'' 

op:(4i?i+2i?, + 7C,+ 3C,) 
= (16; 11) (2 Gerade, 3 Kreise). 

Beweis: Setzt man ?^ J"- = s, so ist BB 




Fig. V, 5. 



BB'= a — c und 



(7(7"=C(7'=a-&, folglich B"C"^2{s-a). Ist nun D der Mittel- 
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punkt von B"C'\ so hat man BD ^ (a — c) + (s — a) = s — c, mithin 
ist D der Berührungspunkt der Seite BC mit dem Ankreise 0„, und 
ÄD muß den Nagelsehen Punkt N enthalten. Ist femer D' der Be- 
rührungspunkt der Seite AB mit dem Ankreise 0^, so ist D^D//B'B'\ 
also teilt B'B'' die Transversale^!) im Verhältnis ÄB'iB'D' = a:{s — a). 
Also muß B'B'' durch den Punkt N gehen, denn dieser teilt ÄD eben- 
falls im Verhältnis a:(s — a), (Nach dem Satz des Menelaos teilt die 
Transversale jB^ die Seiten des Dreiecks DAG derart, daß man hat 

AN' (5 — c) . (ii - a) = DN •a'{s — c), 
woraus 

AN:DN=a:(s-a) 

folgt.) Ebenso läßt sich zeigen, daß C'C" durch N geht. 



§ 7. Der Schnittpunkt der Symmedianen, d. i. der zu den Seiten- 
halbierenden gehörenden Winkelgegentransversalen, & (Greb escher, 

Lemo in escher Funkt). 

Die geometrographische Konstruktion einer Symmediane allein besitzt 
nach n, § 9, 5 die Einfachheit 13. Man kann also den Punkt @ durch 
zweimalige Ausführung der Konstruktion 11, § 9, 5 mit S = 26 finden. 
Dabei spart man noch IC^, wenn man die Konstruktion folgendermaßen 
einrichtet. 

1. Geometrograpische Konstruktion. — „Man beschreibe A(c) 
[2Ci-]-C2], der AG (oder ihre Verlängerung) in X trifft, dann A(b) 
[Ci + G^l der AB (oder ihre Verlängerung) in F trifft, dann C(6) \G^+ G^\ 
der CB (oder ihre Verlängerung) in Z trifft, dann G(a)[C^+ Cg], der 
GA (oder ihre Verlängerung) in U trifft, dann Z(a) [C^ + Cg]. Dann 
nehme man, während die Spitze in Z bleibt, ZG = h wieder in den Zirkel 
[Gj] und beschreibe ü(b) [G^ + G^l der Z{a) in P trifft (P innerhalb des 
<^y); hierauf beschreibe man X(b) [G^+ Cg], nehme, während die Spitze 
in X bleibt, XA = c wieder in den Zirkel [G^] und beschreibe Y(c) 
[Cj + Cg], der X(b) in Q trifft (Q innerhalb des <^ a). Endlich ziehe 
man CP und AQ [4:B^ + 2B2]. Diese treffen sich in dem Greb eschen 
Punkte, denn sie sind Symmedianen des Dreiecks." 

op : (4i?i + 2Pg -t- 11 Ci -t- 8 Cg) = (25; 15) (2 Gerade, 8 Kreise). 

Eine zweite geometrographische Konstruktion des Punktes & ergibt 
sich aus dem 

Satz: Konstruiert man über der Seite AG des Dreiecks ABG als 
Basis nach außen das gleichschenklige Dreieck AB'G mit dem Basis- 
winkel B'AG=ß, so ist BB' die Winkelgegentransversale der zu BG 
gehörenden Seitenhalbierenden BD (die zm BC gehörende Symmediane). 



§ 8. Der Punkt W innerhalb des Dreiecks usw. 
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Beweis: Seien (Fig. V, 6) ^o "^^ ^o ^^® Schnittpunkte von BB' 
bzw. BD mit dem Umkreise ^ des Dreiecks. AB' und OB' sind Tan- 
genten an Ä in J. bzw. C, mithin ist AO die Polare von B' in bezug auf 
A, und die Strahlen DDq, -DB^ DB^, DC sind harmonisch; deswegen 




halbiert DB' den Bogen D^B^y und es ist ^D^BA = B^BC, d. h. BB' 
ist Winkelgegentransversale zu SD, 

2. Geometrographische Konstruktion. — (Bernes.) ^^Man ziehe 
(Fig. V, 6) die Mittelsenkrechten von AB und AC mit Hilfe von 3 uni 
Ay B, C beschriebenen gleichen Kreisen [42?^+ 2i?2 + 3Ci+ SCg]. Dann 
lege man in ^ an AC (außerhalb des Dreiecks) einen Winkel = ß an^ 
indem man hierbei die Kreise um A und B benutzt [2 JB^ + Ug + 30^+^2]. 
Der freie Schenkel von ß möge die Mittelsenkrechten von AB und AG 
in C bzw. B' schneiden. Man ziehe BB' und CG' [AR^ + 2R^]. Diese 
treffen sich in dem 6re besehen Punkte @." 

op : (10i?i +'5i?2 + 6(7i + 4(72) = (25; 16) (5 Gerade, 4 Kreise). 



§ 8. Der Funkt W innerhalb des Dreiecks, für welchen die Summe 
der Entfernungen von den Ecken ein Minimum ist. 

Zu einer einfachen Konstruktion dieses Punktes verhilft der Tlm- 
stand, daß von ihm aus gesehen die 3 Seiten des Dreiecks gleiche schein-^ 
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Fig. V, 7. 



baxe Größe haben. Daß letzteres der Fall ist, kann man, falls keiner der 

Dreieckswinkel > 120^ ist, in folgender Weise zeigen. 

Sei J (Fig. V, 7) ein beliebiger Punkt innerhalb des Dreiecks. Wir 

denken uns über AB und ÄJ nach der dem Punkte C abgewandten 

Seite regelmäßige Drei- 
ecke ABB' und AJJ' 
gezeichnet und nehmen 
auf CB' zwei Punkte 
TT und TT' so an, daß 
^ auch A^ WW gleich- 
seitig ist ( TT' zwischen 
W und J5'). Dreht 
man nun AAB'W 
um die Ecke A nach 
AB hin um 60®, so 
fällt B' auf B und 
TT' auf W. Also ist 
B'W'=BW. Da 

«.ber auch W W = WA ist, so hat man 

1) B'C==W'W+B'W' + WC^WA + WB + Wa 

Außerdem aber sieht man, daß wegen ^ AWB = AW'B' =^ 120^ auch 

2) ^AWB^BWC^CWA=^ 120' 

sein muß. Dreht man ferner A AB'J' um A nach AB hin um 60®, so 
fällt J5' auf B und J' auf J. Also ist J'B'=JB. Da aber auch 
JJ'^ JA ist, so hat man 

3) B'r+J'J+JC=JA + JB+ja 

Nun ist die gebrochene Linie B'J'JC größer als J5'C, daher ist auch 
JA + JB + JG> B'C und wegen 1) schließlich 

4) JA + JB + JC>WA + WB + Wa 

Soll also die Summe der Entfernungen eines innerhalb des Dreiecks 
liegenden Punktes von den Ecken ein Minimum sein, so muß er mit W 
zusammenfallen, also müssen (nach 2)) seine Verbindungslinien mit den 
Ecken gleiche Winkel miteinander bilden. 

Diese Schlußfolgerung wird hinfällig, wenn einer der Dreieckswinkel 
> 120® ist. Denn wäre z. B. ^C> 120®, so würde W in die Verlänge- 
rung von B'C fallen, und anstatt der Gleichung 1) würde die folgende 
gelten: B'C^ WA + WB — WC, Man würde dann zu der Ungleichung 
JA + JB+JC> WA + WB — WC geführt, welche nicht aussagt, daß 
WA ^ WB + WC ein Minimum sei. In diesem Falle existiert aber ein 
Minimumpunkt W überhaupt nicht. 



§ 8. Der Punkt W innerhalb des Dreiecks usw. 
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W kann nun als Schnittpunkt der beiden durch Ä und B, bzw. Ä 
und C gehenden Kreise gesucht werden, deren dem Punkte C bzw. B 
zugewandte Bogen eines Peripheriewinkels = 120^ fähig sind. Dies sind 
die Umkreise der auf AB und AC als Grundlinien (nach außen) aufsetz- 
baren gleichseitigen Dreiecke ABB' und ACG\ Diese Konstruktion, 
ökonomisch ausgeführt, hat das Symbol 

op : (8 i?i + 4^2 + 12Ci + 8 C^) = (32; 20) (4 Gerade, 8 Kreise). 

Einen viel einfacheren Weg weist die oben benutzte Beweisfigur V, 7. 
Die Spitzen JB' und C" der beiden gleichseitigen Dreiecke (deren Seiten 

nicht gezogen zu werden brauchen) 

genügen, um 2 Orter für TT, näm- ^^^^ ^^^^ 

lieh die Geraden B'G und C'B fest- ^ "^. 

zulegen.*) Die Punkte B' und C / \^ 

werden durch die Kreise B(BA) ^/ \ 

und A(BA), bzw. A(AG) und - 

C(AC) bestimmt, und man kommt ^ 

aus mit i \,. ^S^ 

= (15; 9) (2 Gerade, 4 Kreise). 

Diese Konstruktion enthält 
aber noch einen überflüssigen Kreis, 
indem sie die zunächst zu zeich- 
nenden Kreise B{BA) und A(BÄ) 
nicht vollständig ausnutzt. Wir 
benutzen die letzteren, um nach 
Aufg. I,§ 11, a durch A eine Ge- 
rade zu ziehen, die mit B'C einen 
Winkel- = 120^ bildet, und gelaiigen 
25a folgender 

Geometrographischer Konstruktion. — „Man beschreibe 
(Fig. V, 8) die Kreise 5(J5J.) und A{BA), welche sich auf der dem 
Punkte C abgewandten Seite von AB in B' schneiden [(2 C^-\- C^) + (Ci+ Cg)]. 
Dann ziehe man B'C, welche den Kreis A{BA) in D trifft \_2B^+ B^. 
Hierauf beschreibe man mit BAy das man im Zirkel hat, den Kreis 
D(BA), der den Kreis B{BA) noch in E trifft [Cj+Cg], und. ziehe 
schließlich AE [2i?i + jRJ. Der Schnittpunkt von B'C und .^^ ist der 
gesuchte Punkt Tf, gefunden durch 

: op : (AB, + 2R, + 40, + 3C,) = (13; 8) (2 Gerade, 3 Kreise)." " 
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Fig. V, 8. 
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*) Vgl. Schwering, „100. Aufgaben", 14^ 

l e u s c h , G-eometrographie. 
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Beweis: Sei F der Schnittpunkt des Bogens BD mit der Geraden 
AE, so ist Bogen BF=DF, daher 

^BAF^BB'D und ^AWB'= ABB'^ Q0\ 
mithin ^AWC^ 120^ Ferner i^i ^BWC ^2 * FWD ^ 120^ 




§ 9. Die beiden Punkte N und N' innerhalb des Dreiecks ABC^ 

für welche ^NCB ^ NBA = NAC =^ N'BC = N'AB = N'CA ist 

(Brocardsche Funkte, Segmentärpunkte). 

Die herkömmliche Konstruktion dieser Punkte beruht darauf, daß 
z. B. für den Punkt N die Umkreise der Dreiecke NCB, NBA, NAC 
die Seiten bzw. BA, AC, CB in B, A, C berühren. 

Folgende Überlegung ergibt ein wesentlich einfacheres Verfahren» 
Zieht man (Fig. V, 9) durch A zu BC die Parallele und legt in B an 

BA außerhalb des Dreiecks den 

-^ —^y an, dessen freier Schenkel 

die Parallele in Y triflft, so ist 
-^ YCB = C3 der Brocardsche 
Winkel. Denn nimmt man auf 
YC innerhalb des Dreiecks einen 
Punkt N so an, daß auch 

<^ NBA = C3, 

so ist wegen 

^ NYA = NBA = NCB = o 
das Viereck NBYA ein Ereisviereck, mithin ^NAB= NYB. Da nun 
^ NYB = BYA - NYA == a - o, so ist auch -^NAB^a^-G) und 
<^ NAC = oj. Man hat also ^ NAC = NBA = NCB = w, d. h. N ist 
einer der Brocardschen Punkte und co der Brocardsche Winkel. 

Geht man ökonomisch vor, so kann man auf diese Weise den 
Winkel gj durch 

op (6i?i + SjRg + 7Ci + 4(75,) = (20; 13) (3 Gerade, 4 Kreise) 

und die beiden Punkte N und N' durch 

op . (122?, + 6B^ + 12C^+ IC,) = (37; 24) (6 Gerade, 7 Kreise) 
finden. 

Man spart aber noch 1 Elementaroperation, wenn man den Punkt Y 
durch die Konstruktion II, § 5, 3 a der dritten Proportionalen festlegt, indem 
man beachtet, daß wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke ABC und YAB 

die Strecke YA = sein muß. Diese partikuläre Konstruktion ist hier 

anwendbar, weil man c <Ca voraussetzen kann. 
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Man operiere folgendermaßen. 

a) Der Brocar dache Winkel co. 



(Lemoine.) „Man ziehe 




(Fig. V, 10) den Kreis C{d) [2C^+C^], dann J5(c), der C(a) in M 
schneidet (M und Ä auf der- 
selben Seite von BC) [2 C^ + C^]] ^/ 
hierauf ziehe man M{c)y der BC ^^ 
im Sinne BC in D trifft [C^ + Cg]. 

Dann ist BD = — , und Y muß 

die vierte Ecke des Parallelo- .y / 
gramms YBDA werden. Man r^-^^ 
ziehe daher den Kreis Ä{BD) 
[3C1+C2], nehme, während die 
Spitze in Ä bleibt, AD in den 
Zirkel und ziehe 

B{ÄD)[2C,+ C,l 

Diese beiden Kreise schneiden 

sich in r (F und D durch AB Fig. V, 10. 

getrennt). Schließlich ziehe man 

CY [2B^ + B^], Diese bildet mit CB den ^co und enthält den 

Punkt NJ' 

op : (21?i + JRg + lOCj + öCg) = (18; 12) (1 Gerade, 5 Kreise). 

b) Die Brocardachen Punkte N und N\*) — „Man führe die 
Konstruktion a) aus, ziehe aber dabei unmittelbar vor dem Kreise B(c) 
noch den Kreis B(a)j wodurch IQ zum Symbole hinzukommt. Der 
innerhalb des ^ y liegende Schnittpunkt von GY und C{a) heiße JE, 
Nun lege man vermittelst des Bogens BB und der Kreise B(a) und C{a) 
innerhalb des Dreiecks in B an BA^ in B an JBC, in C an CA Winkel 
= 03 an [2Ci+3(Ci+C2) + 3(2jBi + jB2)]. Der freie Schenkel des ersten 
dieser 3 Winkel schneidet CY" in ^, die freien Schenkel der beiden 
anderen schneiden sich in ^'." 

op : (8jBi + 4i?2 + 15(7i + QOg) = (36-, 23) (4 Gerade, 9 Kreise). 

Anmerkung. — Die Ecken A^^ B^^ C^ des Brocardschen Dreiecks 
(Fig. V, 10) sind die Spitzen der über den Seiten J5(7, CA^ AB des Ur- 
dreiecks nach innen konstruierbaren gleichschenkligen Dreiecke mit dem 
Brocardschen ^ co als Basiswinkel. Daher ist durch die Konstruktion b) 
die Ecke A^ dieses Dreiecks als Schnittpunkt von Gl^ und B'N' fest- 



*) Geringe Vereinfachung der Lemoine sehen Konstruktion inA. F. Besan9on, 
pag. 123 , wo versehentlich op : [C^ + Cj] weggelassen und daher 35 anstatt 37 als 
Einfachheitskoeffizient angegeben ist. 
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gelegt. Zieht man noch AN und AN\ so erhält man B^ als Schnitt- 
punkt von AN und CN', sowie C^ als Schnittpunkt von BN und AN\ 
Die Ecken des Brocardschen Dreiecks können also auf diese Weise durch 

op : (12 B, + 6B, + 150, + ÖCg) = (42; 27) (6 Gerade, 9 Kreise) 

gefunden werden. (Diese Konstruktion des AA^B^^C^ ist aber noch nicht 
geometrographisch. Vgl. VI, § 4, Anm.) 



VI. Absclinitt. 
Merkwürdige Kreise des Dreiecks ABC. 

§ 1. Der Umkreis. 

Geometrographische Konstruktion. — „Man konstruiere den 
Mittelpunkt M nach V, § 2 [4JBi + 2JR^ + SC^ + SC^] und beschreibe den 
Kreis M(MÄ)[2C^+ Cg]. Dies ist der Umkreis/^ 

op : (4i?i + 2i?2 + 50i + 4C2) == (15; 9) (2 Gerade, 4 Kreise). 

§ 2. Der Inkreis und die Ankreise. 

Die klassische Methode sucht zunächst die Schnittpunkte der Halbie- 
rungslinien der Dreieckswinkel und bestimmt dann die Berührungspunkte 
der gesuchten Kreise mit einer der Dreiecksseiten durch Senkrechte von 
jenen Schnittpunkten auf diese Seite. Benutzt man hierzu etwa die geo- 
metrographischen Konstruktionen V, § 3 und I, § 4, 1, so kann man die 
4 Berührungskreise durch 

op : (I6JB1 + 8U2 + 25Ci + 18 Cg) = (67; 41) (8 Gerade, 18 Kreise) 

erhalten. 

Wesentlich einfacher ist aber das folgende Verfahren. 

Sind Ä A^ AI A^ die Berühmngspunkte der gesuchten Kreise 
00^0^0^ mit der Seite BCy und beschreibt man die Kreise B{c) und 
C{V), welche BG m D und Dj, bzw. E und E^ schneiden {B^B und 
EE^ mit BG gleichgerichtet), so sind AA^A^A^ bzw. die Mittel- 
punkte der Strecken BE, B^E^, BE^, BB^] denn setzt man ^ et = ^> 
so ist 

AB ^ÄG-BG^{s-c)^ia^c)-=^s--a, 

AE = AB-EB= (s - 6)- (a - 6) = s - a, 

mithin AB = AE usw. 

Die Punkte OO^OjO^ kann man also als Schnittpunkte der Mittel- 
senkrechten von BE, B^E^, BE^, EB^ mit den 2 Halbierungslinien der 
Winkel bei B finden. 
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Geometrographische Konstruktion. — (Hernes.) ,,Man be- 
schreibe die Kreise B(c) und (7(6) ... o-p :[4:C^+ 2C2]. Der erstere 
treffe BC in D und D^, der letztere treffe BC in E und E^ {B^D und 
EE^ mit BC gleichgerichtet). 

Mit einem genügend großen Radius q beschreibe man dann die 
Kreise A{q), B{q\ B^{q), eIq), E^(q) ... op : [öC^ + ÖCJ. Die 3 ersten 
dieser Kreise legen für die Halbierungslinien der Winkel bei B je 
1 Punkt fest, während die 4 letzten je 2 Punkte der Mittelsenkrechten 
von BE, B^E^, J^jBj, EB^ bestimmen. 

Man ziehe diese 6 Geraden ... op : [12 jB^ + 6JB2]. 

Dieselben legen die Mittelpunkte der gesuchten Kreise und ihre Be- 
rührungspunkte mit BC fest. 

Man ziehe diese Kreise ... op : [8(7^ + 4C2].^^ 

op : (12i?i + 6B^+nC^+ 11 Cg) == (46; 29) (6 Gerade, 11 Kreise). 

Wird nur einer 
der Berührungskreise, 
z. B. der Inkreis, ver- 
langt, so operiere man, 
wie folgt: 

„Durch die Kreise 
^(c)undC(6)(Fig.VI,l) 
bestimme man auf BC 
die Punkte B und E 
{B in der Richtung BC, 
E in der Richtung CB) 
[4 Ci + 2 Cg], konstruiere 
die Mittelsenkrechte von 
DjB vermittelst der hin- 
reichend großen Kreise 

B{q) und E{q) 
\_2B,-\-B^+2C^ + 2C,\ 
und ziehe die Halbierungslinie des -^ ß vermittelst des schon gezogenen 
Kreises B{q) und des Kreises ä(q)[2B^ + B^+ C^+ C^]. Sei A' der 
Fußpunkt der Mittelsenkrechten, ihr Schnittpunkt mit der Halbierungs- 
linie. Man ziehe 0{0Ä')[2C^+ C^]. Dies ist der Inkreis.'' 

op : (4:B^ + 2JB2 + 9Ci + 6O2) = (21; 13) (2 Gerade, 6 Kreise). 

Auf dieselbe Weise erhält man jeden der Ankreise, indem man an- 
statt der Mittelsenkrechten von BE diejenige von B^E^, BE^ oder EB^ 
nimmt. 




Fig. VI, 1. 



§ 3. Der Feuerb ach sehe Kreis. 
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§ 3. Der Feuerbachsche Ereis. 

(Kreis der 9 Punkte.) 

Geometrographische Konstruktion. — „Man konstruiere 
(Fig. VI, 2) über BG als Durchmesser den Kj-eis it, der AB in Cq und 
und äC in Bq schneidet .^ 

[2B, + B, + 4C, + SC,l 
Dann beschreibe man mit dem 
Radius — , den man im Zirkel hat, 

die Kreise Gq{jJ ^^^ "^od) 
[20^ + 20^1 Der Kreis Ic werde 
von Cq (~\ in X und Y, von 

J5o(y) in ?7und F getroffen. Dann 

ziehe man X Y und UV, die sich 
in F schneiden [4jBi+2i?2], und 

beschreibe F{FC,) [2 C^ + C,]. 
Dies ist der Feuerbachsche 
Kreis." 

op:(6B, + 3B,+ SC, + 6C,) 

- (23-, 14) (3 Gerade, 6 Kreise). 




^ 



\k 



Fig. VI, 2. 



§ 4. Der BrocardBClie Kreis. 
(Kreis der 7 Punkte.) 

Durch die Konstruktion V, § 9, b haben wir die beiden Brocard sehen 
Punkte N und N\ sowie die Ecke Ä^ des Brocard sehen Dreiecks er 
halten. Würden wir von dieser Konstruktion ausgehen, so würde sich 
der Brocardsche Kreis als der Umkreis des Dreiecks NN'Ä^ durch 

op : (12i?i + 6i?2 + 20Ci + l^C^) = (51; 32) (6 Gerade, 13 Kreise) 

ergeben. 

Wir können aber 13 Elementaroperationen sparen, wenn wir die 
gegenseitige Lage des Umkreismittelpunktes M des Urdreiecks und des in 
V, 7 gefundenen Punktes @ auf dem Brocard sehen KJreise beachten. 

Gewöhnlich wird der Grebesche Punkt als der Schnittpunkt der 
Parallelen definiert, die man durch die Ecken J.^, B^, C^ des Brocard- 
schen Dreiecks zu den Seiten BC, CA, AB des Urdreiecks ziehen kann, 
woraus dann gefolgert wird; daß der Umkreismittelpunkt M und der 
Grebesche Punkt auf dem Brocard sehen Kreise Gegenpunkte sind. Da 



72 VI. Abschnitt. Merkwürdige Kreise des Dreiecks ABC. 

wir aber ® als den Schnittpwnkt der Ecktransversalen konstruiert haben, 
welche die Gegenseiten im Verhältnis der Quadrate der Anseiten teilen, 
so ist erst noch zu zeigen, daß dieser Punkt @ mit dem Greb eschen 
Punkte der gewöhnlichen Definition identisch ist, d. h. daß die durch die 
Ecken Ä^, JB^, C^ des Brocardschen Dreiecks zu BCy CA, AB ge- 
zogenen Parallelen sich in @ schneiden. 

Wir denken uns zu diesem Zwecke in Fig. V, 6 durch A zn BC die 
Parallele gezogen; dieselbe treffe C'B in Y, CG in Y\ BC in Z, SB 
in Z\ Da ^BAC^ß, so ist ^C'BA^ C AB^ y, daher ist (wie 
in V, § 9 gezeigt wurde) <^ YGB = m der Brocardsche Winkel; ferner ist 
^ZBC = CO. Die Verbindungslinien YC und ZB schneiden sich also in 
der Ecke A^ des Brocardschen Dreiecks. 

Da nun A YAB -^ ZCA r^ ABC, so ist 



YA^ 


a 


und 


ZA 


a ^ 


Folglich 


YZ^ 


&* 


a 


und 


YZ ¥ 

a 





mithin auch 

« a a- ' 

(1) AC- „ 

Da, AB von CY' im Verhältnis « und J.C vou BZ' im Verhältnis 
-j geteilt wird, so hat man ferner 

TA:a==h^:a^ oder TA = ~, 

Z'A : a = c^ : a^ oder Z'A = — , also ist 

r'Z'=r^ + z'^=^^+^' und i:^ = ?!!+«'. 

Da sich nun Y'C und Z'5 in & treffen, so hat man auch 

Aus (1) und (2) folgt 

Z(7 und Y'C werden von A^ bzw. @ in demselben Verhältnis geteilt. 
Mithin muß A^^/fBC sein; ebenso ergibt sich, daß B^®//CA und 
C^&//AB ist. 

Es steht also fest, daß die Strecke M& Durchmesser des Brocard- 
schen Kreises ist, und wir erhalten folgende 

Geometrographische Konstruktion. — „Man führe die Kon- 
struktion V, § 7, 2 aus, welche gleichzeitig den Umkreismittelpunkt M und 
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den Grebeschen Punkt & liefert [10 jB^ + 6B^+6Ci + 4Cj]. Dann ziehe 
man (Fig. Y, 6) M@[2R^ + B^] nnd beschreibe über M& als Durch- 
messer den Kreis [2R^-\- R^ + 4C^+ SC^]. Dies ist der Brocardsche. 

op : (14iJi + TiJjj + lOCi + 7(7^) = (38; 24) (7 Gerade, 7 Kreise)." 

Anmerkung. — Die Mittelsenkrechten der Seiten des Urdreiecks 
treffen den Brocardschen Kreis in den Ecken des Bro card sehen Drei- 
ecks. Die Ecken B^ und C^ des letzteren sind also durch die eben an- 
gegebene Konstruktion schon bestimmt. Zieht man noch die Mittel- 
senkrechte von BC (wozu keine neuen Kreise nötig sind), so hat man 
die Ecken des Brocardschen Dreiecks durch 

op : (16i?i + 8B^ + lOCi +1C^)^ (41; 26) (8 Gerade, 7 Kreise). 

Diese Konstruktion ist geometrographisch. 



VII. Abschnitt. 
Das BertthrangsproMem des Apollonins. 

Konnte bis zur Aufstellung einer geeigneten Vergleichsmethode die 
Beurteilung der Einfachheit und Genauigkeit der Konstruktionen schon 
bei einfacheren Aufgaben nur in einer unsicheren Schätzung bestehen, so 
hörte bei komplizierteren auch die Möglichkeit einer solchen Schätzung 
auf, und man war lediglich auf den durch den Wortlaut der Lösungen 
hervorgerufenen Schein angewiesen. Aus dem Folgenden mag man er- 
sehen, wie man auch in solchen Fällen an der Hand der Lemo in eschen 
Methode einen klaren Überblick über alle Einzelheiten der Konstruktion 
gewinnen und entscheiden kann, welche unter den verschiedenen Lösungen 
desselben Problems die größte Wahrscheinlichkeit für die Genauigkeit der 
wirklichen Ausführung bietet. 

Von den zahlreichen Lösungen des Ap o 11 oni sehen Problems der 
Berührungskreise zu 3 gegebenen Kreisen sind für die Behandlung in der 
Schule außer der Vietaschen wohl vorzugsweise die auf der Theorie der 
Isogonalkreise beruhende und die Gergonne-Bobilliersche von Inter- 
esse. Die beiden letzteren wollen wir bezüglich der wirklichen Ausfüh- 
rung miteinander vergleichen. Wir beschränken uns auf den allge- 
meinsten Fall, in welchem 8 Berührungskreise existieren und keiner 
der gegebenen Kreise in eine Gerade oder einen Punkt ausgeartet ist. 

A. Hilfskonstrnktionen. 

a) Von einem Funkte H aus auf die 4 Geraden g^^ g^y g^, 5^4 
die Senkrecliten zu fällen. 

Konstruktion. — „Man beschreibe um 2 Paar Gegenecken des 
durch giy g2) 9$y9A gebildeten vollständigen Vierseits Kreise, welche durch 
H gehen [80^ + ^Cg]. Diese legen zu H die bezüglich giyg^yOzyO*. sj^" 
metrischen Punkte fest. Man verbinde H mit jedem dieser Punkte 
[82^1 -f 4 J?^]. Die Verbindungslinien sind die verlangten Senkrechten." 

op : (8 i?! + 4i?2 -f 8C1 -f 4C2) = (24; 16) (4 Gerade, 4 Kreise). 



A. b) Zu 2 Kreisen 0^ und 0^ mit den Radien r^ und r^ usw. 
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b) Zu 2 Kreisen 0^ und 0^ mit den Badien r^ und rg die Älinlicli- 
keitspolaren zu konstruieren. 

Die Ahnlichkeitspunkte zweier Kreise erhält man (Lemoine*)) geo- 
metrographisch mit ä = 17, die Polare eines Punktes in bezug auf einen 
Kreis (Tarry**)) mit S = 19. Durch geeignete . Kombination der be- 
treffenden beiden Konstruktionen in Verbindung mit I § 2, 4 erreichen 
wir bei der Konstruktion der 4 Ähnlichkeitspolaren den Einfachheits- 
grad 56. 

Konstruktion (Fig. VII, 1). — ,,Man ziehe die Zentrale 0^02 
[2iJi+^2]- ^1 ^°d ^1 seien die Schnittpunkte derselben mit 0^, ferner 




Fig. VII, 1. 

JB2 und C2 die Schnittpunkte mit 0^ {B^ C^ und JB^ C^ von demselben 
Sinne wie 0^ Og). Man beschreibe die Kreise 

Der erste dieser Kreise treffe 0^ in D^ und D^\ die beiden letzteren 
treffen Og in D^ und D2', bzw. in E^ und JE^ {Di, B^j E^ auf derselben 
Seite von O^O^), Man ziehe D^D^ und D^E^' [ARi+ 2B2\ Die Zentrale 
werde von D^D^ ^^ ^; ^^^ -^1^2' ^^ ^ getroffen. A ist der äußere, J 
der innere Ähnlichkeitspunkt von 0^ und Og, denn es ist O^DJIG^D^, 
ebenso O^DJIO^E^. 

Die Gerade D^D^ treffe den Kreis 0^ noch in F^, den Kreis Og noch 
in i^2- I^^® Gerade B^E^ treffe 0^ noch in G^, den Kreis Og noch in 
G^' Wir suchen zu A und J bezüglich 0^ und Og die reziproken Pole. 
Zu diesem Zwecke brauchen wir nur die Geraden F^D^, F^B^, G^i^^iV 
0^2^52 zu ziehen [82?^ + 4i?2]- Di© Schnittpunkte dieser 4 Geraden mit 
der Zentralen seien der Reihe nach F, Q, R, S. Dann liegt P reziprok 
zu A bezüglich 0^, Q reziprok zu A bezüglich O^j B reziprok zu J be- 



*) Scientia LXVII. **) Scientfa XLVI. Troisieme constr. 
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VII. Abschnitt. Das Berührungsproblem des Apollonius. 



Das Potenzzentrum von 0^, Og, O3 ist Ähnlichkeitspunkt eines jeden 
dieser Paare von Berührungskreisen. Einen beliebigen Kreis z/ eines Büschels 
findet man, indem man zu einem beliebigen Punkte von 0^ die inversen 
Punkte auf 0^ und O3 bestimmt, z/ schneidet stets alle drei gegebenen 
Kreise, wenn er nicht gerade einer der gesuchten Berührungskreise ist. 
Sei nun Sl (Fig. VII, 2) ein Berührungskreis, der mit A demselben Büschel 
angehört, seien ferner B^, C^ die Schnittpunkte von z/ und O^, imd Q 

der Schnittpunkt der Ge- 
raden B^C^ mit der dem 
Büschel zugeordneten Ähn- 
lichkeitsachse a. Dann ist 
jB^Ci Potenzachse von 0^ 
und z/, und a Potenz- 
achse von Sl und z/, also 
ist Q Potenzzentrum von 
Sl, Ol und z/. Daher 
muß auch die Potenzachse 
von Sl und 0^, nämlich 
die gemeinschaftliche Tan- 
gente im Berührungs- 
punkte T^ derselben, durch 
Q gehen, und QT^ muß 
mittlel-e Proportionale 
zwischen QB^ und QC^ 
sein. Die Berührungs- 
punkte von Sl mit Og und O3 liegen zu T^ invers in Bezug auf A^ 
bzw. ^2. 

Man kann der Lösung daher folgenden Wortlaut geben, der in aUen 
Spezialfällen beibehalten werden kann, in welchen die gegebenen Kreise 
nicht sämtlich degeneriert sind: 

„Man ziehe die 4 Ähnlichkeitsachsen, von denen eine a heiße. Dann 
lege man auf 0^, Og, O3 drei zu a invers liegende Punkte B^^B^, B^ fest 
und beschreibe durch B^yB^y B^ den HiKskreis z/. Hierauf ziehe man 
die gemeinschaftliche Sehne B^ C^ von 0^ und z/, welche a in ^ schneidet, 
und beschreibe mit der mittleren Proportionalen zwischen QB^ und QC^ 
um Q den Kreis. Dieser trifft 0^ in den Berührungspunkten T^ und I\' 
der zwei zu a gehörenden Berührungskreise. Dann bestimme man zu T^ 
und T^ auf 0^ bzw. O3 die inversen Punkte T^y T^ bzw. T3, T^ und 
beschreibe die Kreise T^T^T^ und T^T^T^, 

Die übrigen Paare von Berührungskreisen erhält man in derselben 
Weise, indem man jedesmal von einer anderen Ähnlichkeitsachse ausgeht.^' 
Zwecks ökonomischer Ausführung der Konstruktion beachte man nun 
Folgendes. 




Fig. VII, 2. 
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Jedes Paar der Berührungskreise verlangt einen anderen Hilfskreis z/ *) 
Da aus jedem der 4 Büschel ein ganz beliebiger Kreis als Hilfskreis dienen 
kann, so kann man diejenigen 4 Kreise der Büschel wählen, welche durch 
denselben Punkt B^ von 0^ gehen. Da B^ auf 0^ ebenfalls beliebig ist, 
so kann derselbe in einen der Schnittpunkte von 0^ mit der Zentrale^ 
Ol Og gelegt werden, welche bei der Konstruktion der Ähnlichkeitsachsen 
ohnedies zu ziehen ist. Damit sind dann auf Og auch die bezüglich A^ 
und Jg zu B^ inversen Punkte, B^ bzw. B^, festgelegt, wenn Ä^, A^j A^ 
in der üblichen Bezeichnung die äußeren, J^, J^^ Jg die inneren Ähnlich- 
keitspunkte von Ol, Og, O3 sind. Von den 4 Hilfskreisen z/ gehen als- 
dann 2 durch B^ und JBg; nämlich diejenigen, welche zu den von A^ aus- 
laufenden Ähnlichkeitsachsen gehören, die beiden anderen gehen durch B^ 
und JBg'; nämlich diejenigen, welche zu den von J^ auslaufenden Ähnlich- 
keitsachsen gehören. Sei B^ auf Og der in bezug auf A^ zu B^ inverse, 
B^ der in bezug auf J^ zu B^ inverse Punkt. Dann gehen 2 von den 
Hilfskreisen durch -Bg, nämlich diejenigen, welche zu den von A^ aus- 
laufenden Ähnlichkeitsachsen gehören ; die beiden anderen gehen durch B^y 
nämlich diejenigen, welche zu den von J^ auslaufenden Ähnlichkeitsachsen 
gehören. Hierdurch wird es möglich, die Mittelpunkte der 4 Hilfskreise 
mit Ä = 22 zu bestimmen. 

Die Mittelpunkte der Berührungskreise legt man am einfachsten da- 
durch fest, daß man zu den auf 0^ gefundenen Berührungspunkten nur 
auf einem der beiden Kreise 0^ und Og die inversen sucht und in diesem 
Kreise; sowie in 0^ die Berührungsradien zieht. 

Konstruktion. — „Man ziehe die 4 Ähnlichkeitsachsen 

op: [20i?i + 10i?2 -1- 5(7i -f 2O2]. 

Die Zentrale 0^0^ schneide den Kreis 0^ in J?i, den Kreis 0^ in B^ 
und B^ (B^ und JBg invers bezüglich ^3). Man ziehe ^i J-g und B^J^ ... 

Der Kreis Og werde von B^A2 in dem zu B^ inversen Punkte JBg, 
von JB^Jg i^ d®^ zu JBi inversen Punkte JBg' getroffen. 

Um die Mittelpunkte der 4 Hilfskreise z/, nämlich der Kreise B^B^B^, 
B^B^B^', B^B^B^j B^B^'B^' zu finden, konstruiere man die Mittelsenk- 
rechten von JB1-B2? ^i^a'j A^s; ^v^% niit Hilfe der 5 Kreise B^^ (A), 

*) Besitzen 0^, Og, Oj einen Orthogonalkreis, so gehört dieser jedem der 
4 Büschel an, kann also für jedes Paar von Berührungskreisen als Hilfskreis z/ ge- 
nommen werden. Als Örter für die Mittelpunkte der Berührungskreise kann man 
alsdann die vom Potenzzentrum auf die Ähnlichkeitsachsen gefällten Senkrechten 
benutzen, wodurch die Bestimmung der Berührungspunkte auf Og und Oj über- 
flüssig wird. Als Symbol dieser Konstruktion, die als partikulär zu betrachten ist, - 
findet man 

op: (63 El + 32Eg + 59 Ol + 36 0g) == (190; 122) (32 Gerade, 36 Kreise). 
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B2(l)j S2W) ^sWy ^sWj wobei der Radius X hinreichend groß zu 
nehmen ist 

... op: [SB, + 4:B, + 5C, + bC,l 

Man ziehe die 4 Kreise z/ 

... op: [8Ci + 4C,]." 

Bis hierhin war insgesamt 

(z/) . . . op: [32iJi + 16i?2 + 18 C^ + 11 Q] 
erforderlich. 

Der noch folgende Teil der Konstruktion muß für jeden Kreis z/, 
also viermal ausgeführt werden. 

„Einer der Kreise z/ schneide 0^ außer in B^ noch in Cj. Man ziehe 
die gemeinschaftliche Sehne B^C^, welche die zugehörige Ähnlichkeits- 
achse in Q trifft 

... op: [2B, + B,l 

Dann konstruiere man man zu QB^ und QC^ die mittlere Proportionale 
QS, wobei man unter Anwendung von II § 6, 1 mit 

op: [4Ci + 3C,] 

auskommt, und beschreibe Q (QS) ... op: [2 C^ + C^]. 

Dieser Kreis legt auf 0^ zwei der gesuchten Berührungspunkte, T^ und 
T/, fest. 

Nun verbinde man den auf der benutzten Ähnlichkeitsachse liegenden 
Ähnlichkeitspunkt von 0^ und Og (oder von 0^ und O3) mit I\ und T/ 

... op: [AB, + 2B,], 

Die 2 Verbindungslinien bestimmen auf Og (oder O3) zu I\ und T^' die 
inversen Punkte Tg bzw. T/ (oder T3 bzw. T^'), 

Hierauf ziehe man O^^T^ und O^T^ (oder OgTg), sowie O^T^^ und, 
Og^a' (oder O3T3'), welche sich in iß bzw. Sl' treffen 

... op: [8i?i + 4i?2]. 

Schließlich beschreibe man die Kreise Sl{^T^) und Sl\Sl'T^) 

... op:[4C, + 2C,y^ 

ü und tß' bilden das eine Paar der gesuchten Berührungskreise. Zu ihrer 
Konstruktion war nach Festlegung der 4 Hilfskreise A im ganzen noch 

(Ä) . . . op: [14i?i + TiJg + lOCi + ßQ 
erforderlich. 

Als Gesamtsymbol für die Konstruktion der 8 Berührungskreise er- 
hält man also (z/) + 4 mal (5^), d. i. 

op: (88 i?i + 44iJ2 + 58 C^ + 35 C^) - (225; 146) (44 Gerade, 35 Kreise). 
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Da die Mittelpunkte ß der Beriilirungskreise paarweise auf den Senk- 
rechten zu den Ähnlichkeitsachsen aus den Mittelpunkten der zugehörigen 
Hilfskreise z/ liegen müssen, so können auch diese Senkrechten als Örter 
für die Punkte Sl benutzt werden, anstatt der Berührungsradien in Og 
(oder O3). Dann brauchen nur zu 0^ die Berührungspunkte festgelegt 
zu werden, und man spart 16 Gerade [32 jR^ + 16 JJg], während die Kon- 
struktion jeder der 4 Senkrechten nur op: [2 iJ^ -f- iJg + 2 C^ + 3 Cg] er- 
fordert, wenn man dieselbe an die Konstruktioii des zugehörigen Kreises ^ 
unmittelbar anschließt. Die auf diese Weise modifizierte Konstruktion 
hat das Symbol 

op: (64 J?i + 32 i?2 + 66 C, + 47 C,) = (209; 130) (32 Gerade, 47 Kreise). 

Man sieht leicht, wie die Lösung 1. des allgemeinen Problems für 
die Spezialfälle auf die üblichen Konstruktionen führt und daher als Ver- 
allgemeinerung der letzteren betrachtet werden kann. 

Für den einfachen Fall z. B., in welchem ein Kreis Oj und 2 Punkte 
•Og und O3 gegeben sind, würde die Lösung folgende Gestalt annehmen: 

„Man ziehe die einzige Ähnlichkeitsachse O3 Oy [2 J?j -f- üg] ^^^ b®" 
-schreibe einen beliebigen Kreis z/, der durch Og und O3 geht und 0^ in 
JBi und Ci schneidet [3 0^ -f 3 C2]. Dann ziehe man B^C^, welche 0^0.^ 
in Q triflft \2Ii^ + R^, konstruiere zu QB^ und QC^ die mittlere Pro- 
portionale Q8 [4Ci + 3 CJ und beschreibe Q{QS)[2 C^ + C^\ Dieser 
Kreis bestimmt auf 0^ die Berührungspunkte T und T' der beiden (im 
allgemeinen möglichen) Berührungskreise. Man ziehe O^T und O^T' 
[4 J?i + 2^2], ferner die Mittelsenkrechte von OgOg, von welcher bei der 
Konstruktion von J schon 2 Punkte festgelegt sind [2 R^ -\- iJg]. Um die 
Schnittpunkte ß und ß' der Mittelsenkrechten mit O^T bzw. O^T' be- 
schreibe man dann die Kreise Sl{p,T) und Sl' (SIT) [4 6\ + 20^]. Dies 
jsind die Berührungskreise." 

op: (10 R, + 5J?2 -f 13Ci + 9C2) = (37; 23) (5 Gerade, 9 Kreise). 

§ 2. Die Lösung von Gergonne und Bobillier. 

„Man sucht das Potenzzentrum der gegebenen Kreise 0^, Og, Og, die 
4 Ähnlichkeitsachsen und die Pole jeder Ähnlichkeitsachse bezüglich 0^, 
Og, Og. Man erhält im ganzen 12 Pole. Die 12 Verbindungslinien dieser 
Pole mit dem Potenzzentrum treffen 0^, Og, Og in den Berührungspunkten 
mit den gesuchten Kreisen, deren Mittelpunkte sich als Schnittpunkte der 
zu diesen Berührungspunkten gezogenen Radien ergeben." 

Diese Lösung gilt als die vollkommenste. In der Tat zeichnet sie 
^ich aus durch Einfachheit und Eleganz in der Herleitung sowohl als im 
Wortlaut und ermöglicht eine bequeme Diskussion der verschiedenen 
Healitätsverhältnisse. Aber sie hat doch auch ihre Schattenseiten; denn 

Beusch, Geometrographie. C 
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abgesehen davon, daß sie in manchen Fällen (z. B. wenn die Mittel- 
punkte Ol, O2, Og auf einer Geraden liegen, oder wenn 2 der gegebenen 
Kreise in parallele Gerade ausgeartet sind*)), ganz versagt, ist sie, was 
die wirkliche Ausführung nach dem klassischen Verfahren angeht, keines- 
wegs die einfachste, sondern wohl die komplizierteste von allen gebräuch-^ 
liehen Lösungen des Problems. 

Bezüglich der Ausführung unter durchgängiger Anwendung klassiischer 
Hilfskonstruktionen berufen wir uns auf Herrn Lemoine, der in dem 
Journal Mathesis 1888, S. 241 die beiden Lösungen von Vieta und von 
Gergoune und Bobillier verglichen und das Symbol der ersteren auf 

op : (100 i?i + 55i?2 + 96(7i + 84C^) = (335; 196) (£5 Gerade, 84 Kreise), 
das der letzteren aber auf 

op : (169R, + 85B,+ 1S4C,+ 112C^) = (500; 303) (85 Gerade, 112 Kreise) 

festgestellt hat. 

Nach dem klassischen Verfahren ausgefühit, erfordert also die 
Gergonne - Bobilliersche Lösung nicht weniger als 58 Gerade und 
Kreise und 107 vorbereitende Elementaroperationen mehr als die alte 
Vietasche. 

Sehen wir nun zu, wie sich die Lösung in geometrographischer Aus- 
führung gestaltet. 

Die 4 Ahnlichkeitsachsen mit ihren 12 Polen kann man geometro- 
graphisch mit der Einfachheit 217 finden. Wenn wir uns aber an den 
Petersenschen Wortlaut der Lösung halten und die 12 Ähnlichkeits- 
polaren der gegebenen Kreise konstruieren, so ergeben sich jene Pole 
(welche eben in den Schnittpunkten der Ahnlichkeitspolaren liegen) schon 
mit der Einfachheit 168. 

Wir wollen also die folgende Vorschrift ökonomisch auszuführen 
suchen: 

„Um die beiden gleichartig berührenden Kreise zu erhalten, ziehe man 
die äußeren Ahnlichkeitspolaren und verbinde die in Betracht kommenden 
Schnittpunkte /S\, /Sg, Sg derselben mit dem Potenzzentrum. Diese Ver- 
bindungslinien legen auf 0^, Og, O3 die Berührungspunkte T^, Tg, T^ der 
beiden Berührungskreise fest. Um ein Paar ungleichartig berührender 
Kreise zu finden, ziehe man für 2 Paare der Kreise 0^, Og, O3 die inneren,, 
für das dritte Paar die äußeren Ahnlichkeitspolaren.'^ 

Konstruktion: „Nach Ä, e konstruiere man das Potenzzentrum H 
von Ol, Og, O3 

... op:[16jBi+8J?g+2C2]. 

*) Die Lösung 1. ist auch in diesen Fällen anwendbar. 
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Nach Äy h konstruiere man die 12 Ahnlichkeitspolaren 

... op:3mal 126R^+ 13R^+ 10C^+ 1 C^], 

Man verbinde die 12 in Betracht kommenden Schnittpunkte der Ahnlich- 
keitspolaren mit IT 

... Qp:[242?i + 12i?2]. 

Von den 24 Schnittpunkten dieser Verbindungslinien mit 0^, Og, O3 seien 
Ti und T2 diejenigen, in welchen 0^ bezw. 0^ von einem der gesuchten: 
Kreise berührt werden. 

Man ziehe O^T^ und 02T2y welche sich in £1 schneiden 

... op:[4JJ,+ 2J?2], 
und beschreibe Sl{SlTj) 

... op:[2C,+ C2l 

Dies ist einer der gesuchten Berührungskreise. Um die 7 übrigen 
zu erhalten, ist noch 

. , . op : 7mal [{4R, + 21t,) + (2C,+ C,)] 
auszuführen." 

Im ganzen erfordert die Konstruktion 

op : (150 i?i + 75i?2 + 46(7i + 31 C,) = (302; 196) (75 Gerade, 31 Kreise).' 

In geometrographischer Ausführung wird also die Lösung 2. von 1. 
an Einfachheit um 77 Elementaroperationen übertroffen. 

Durch dieselbe Modifikation, wie die an der Lösung 1. angebrachte, 
läßt sich aber auch hier eine bedeutende Vereinfachung der Konstruktion 
herbeiführen. 

Jedes zu einer Ahniichkeitsachse gehörende Paar von Berührungs- 
kreisen hat das Potenzzentrum H zum Ahnlichkeitspunkt. Daher müssen 
die Senkrechten aus H zu den Ahnlichkeitsachsen die Mittelpunkte ü der 
zugehörigen Berührungskreise enthalten. Nimmt man diese Senkrechten 
als Örter für die Punkte ß, so braucht man nur auf einem der gegebenen 
Kreise die Berührungspunkte festzulegen. Hierzu genügen die 4 Pole der 
Ähnlichkeitsachsen bezüglich 0^ und ihre Verbindungslinien mit H, Unter 
Zuhilfenahme von Ay a und A, c erhalten wir auf diese Weise folgende, 
um 103 Elementaroperationen einfachere 

Konstruktion: „Nach A, d ziehe man die Ahnlich keitsachsen 

o^:\_20R,+ \0B, + bC,+ 2C,-\. 
Nach Ay e konstruiere man das Potenzzentrura H 

op:[16J?,+ 8i?2+2C2]. 

Nach Aj a fälle man aus H auf die Ähnlichkeitsachsen die Senkrechten, 
beschreibe aber dabei unmittelbar nach jedem der Hilfskreise, ohne die 
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Spitze aufzuheben, noch durch 0^ den Kreis, wodurch man auch die be- 
züglich der Ähnlichkeitsachseu zu 0^ symmetrischen Punkte erhält 

op: [8B, + 4R,+ 8C, + 4C,] + op: [AC^+ 4.C,]. 

Nach Äy c suche man zu den Ahnlichkeitsachsen bezüglich 0^ die Pole, 
wobei man mit 

auskommt, da vorher schon für jede der Senkrechten aus 0^ auf die Ahn- 
lichkeitsachsen ein zweiter Punkt festgelegt wurde. 

Man verbinde diese Pole mit H, wodurch sich auf 0^ die 8 Be- 
rührungspunkte ergeben 

op:[8i?i + 4i?2]. 

Man ziehe in 0^ die Berührungsradien, welche die Senkrechten aus H zu 
den Ahnlichkeitsachsen in den Mittelpunkten der gesuchten Kreise treffen 

Man beschreibe diese Kreise 

op:[16C,+ 8C,]« 

Das Gesamtsymbol ist 

op : (92 i?, + 46 R, + ^1G, + 240,) = (199; 129) (46 Gerade, 24 Kreise). 

Bezüglich der von Herrn L. Gerard (1898) gegebenen geometro- 
graphischen Lösung des Problems, welche in der Anwendbarkeit auf die 
Spezialfälle keiner der Lösungen 1. und 2. nachsteht, beide aber sowohl 
in der Ableitung als auch in der Ausführung an Einfachheit (S == 152) 
weitaus übertrifft, sei auf Scientia, L verwiesen. 
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